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Thèse soutenue le l“ r décembre 1913 pour l’obtention 
du titre de membre agrégé par M. A. Desvaux, 
chargé des fonctions de chef de section au Contrôle 
central des Assurances sur la Vie. 


LES OPÉRATIONS 

DES 



SOCIÉTÉS DE CAPITALISATION 


PRÉFACE 


Le présent liavail <i pour but 1 étude actuarielle et juridique dos 
sociétés de capitalisai ion. L étude actuarielle précède i étude juri¬ 
dique, car il est naturel d’étndier le fonctionnement technique des 
opérations de ces sociétés avant de rechercher les règles juridiques 
qui doivent précisément leur être imposées pour les obliger à 
fonctionner en conformité des règles techniques de la science 
actuarielle. 

La législation des sociétés de capitalisation est toute récente ; cdle 
date seulement de 1907, tandis que les premières sociétés datent 
tic 1883. Les différentes opérations de capitalisation sont donc, à 
l’heure actuelle, connues, tandis que la législation qui leur est 
consacrée est encore peu précise et incomplète sur certains points, 
et c est par 1 étude préalable et complète des opérations de ces 
sociétés que l'on doit commencer pour arriver ensuite à l'étude des 
règlements qui doivent présider à leur fonctionnement. 

Les opérations de constitution ou reconstitution de capitaux pra¬ 
tiquées jusqu’ici par les sociétés de capitalisation se classent en 
deux groupes: 1 * Opérations dans lesquelles les remboursements 
anticipés, non garantis, sont effectués au moyen des bénéfices 
sociaux et sont, par suite, subordonnés à l’existence de ces béné¬ 
fices ; 2 Ü Opérations dans lesquelles les remboursements anticipés 
sont garantis. 
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Les problèmes auxquels, donnent lien les premières opérations ne 
diffèrent pas de ceux traités dans les cours d'opérations finan¬ 
cières dans la théorie des intérêts composés. La première partie du 
présent travail est consacrée à T étude rapide de ces problèmes, et 
principalement à rimportant problème de la répartition des béné¬ 
fices entre les divers groupes de contrats d'une société et de la 
répartition dans les groupes, des bénéfices revenant à chacun des 
contrats du groupe. Cette partie contient l’exposé d’une méthode de 
groupement des contrats par séries d’âge et de répartition des 
bénéfices entre les séries qui, à notre connaissance, n’a pas encore 
été pratiquée par les sociétés. Elle réaliserait cependant une répar¬ 
tition sensiblement équitable des différents bénéfices. 

Les opérations de capitalisation à tirages garantis, étudiées dans 
la T partie, chapitres I, 1!, IU et IV. ne diffèrent au fond des opéra¬ 
tions viagères que par la substitution â la probabilité viagère d'une 
pro b a bü ïté dé ter rn i n é e cl îoisîe a r biii a i i e i n eut. 

L’opération â tirages garantis réalisée par les sociétés en confor¬ 
mité de la loi de 1907 ne diffère pas de l’assurance mixte. Les 
différents problèmes qu’elle pose se résolvent par des formules qui 
ne sont au fond que celles de l'assurance mixte. Mais certaines 
différences avec les opérations viagères doivent cependant être 
signalées. Tandis que les décès dans les opérations viagères ont lieu 
à des dates incertaines et. que les formules des prîmes et des réserves 
de l’assurance mixte supposent les décès en milieu de période, et 
par suite, donnent des résultats approchés, les décès des Litres de 
capitalisation ont lieu à dates fixes et la proportion des décès par 
rapport aux Litres existant à l'époque des tirages est parfaitement 
déterminée. Les calculs des primes et des réserves des contrats de 
capitalisation peuvent donc être effectués au moyen de formules 
exactes. 

Tandis que la mortalité dans les opérations viagères peut être 
exprimée par des lois approchées et continues, la mortalité des 
litres de capitalisation est essentiellement discontinue eL exprimée 
par des lois exactes. Ces lois sont, du reste, déterminées d’avance 
par E actuaire. 

Le chapitre 1 étudie l'application aux opérations de capitalisation 
des deux lois de mortalité pratiques ; la loi de l’exponentielle ou du 
taux de mortalité constant, la loi de Moivre ou des décès constants, 
dans le cas où les tirages d’amortissements ont lieu en milieu de 
période. 

Nous avons montré que les différents problèmes peuvent se ré¬ 
soudre, en partant de la formule de l’assurance mixte, à l’aide du 
calcul des annuités viagères et des capitaux différés. Nous avons in¬ 
diqué que le nombre des décès à chaque tirage est généralement un 




nombre fractionnaire et que l’amortissement devant donner néces¬ 
sairement un nombre entier de titres, il faut reporter les restes*suc¬ 
cessifs des tirages aux tirages suivants et amortir les titres entiers 
provenant du report des restes* 

Nous avons marqué que la prime du contrat de capitalisation 
devait varier suivant 3a date de souscription des contrats, la prime à 
payer immédiatement avant un tirage étant évidemment plus élevée 
que celle qu’on paierait si Ton souscrivait trois mois avant ce tirage. 

La méthode de tirage exposée dans les chapitres J, 11, 111 et ÏV est 
celle que Ton désigne sous le nom de méthode de tirage sur les Litres 
en cours* Les titres donnant lieu à remboursement, seuls participent 
aux tirages. Au contraire, dans la méthode dite « des titres émis », 
qui fait l'objet d'un chapitre spécial, ïe chapitre V, tous les titres 
émis ou créés à l'origine, souscrits ou non souscrits, résiliés oui en 
vigueur, participent aux tirages* Les litres en vigueur seuls sont 
payés par la Société de capitalisation. Il en résulte que la mortalité 
des titres, autrement dit la proportion des titres à amortir h chaque 
tirage, rapportée aux titres en vigueur au moment de ce tirage est 
variable* La mortalité peut même être défavorable à la société. 
Tandis que par l'emploi de la méthode des titres en cours, les 
sociétés paient rigoureusement à chaque tirage le nombre de con¬ 
trats prévu parla loi de mortalité employée, le sort n'intervenant 
que pour répartir les contrats entre les différents souscripteurs dans 
îa méthode des « litres émis », le nombre des titres à amortir peut 
dépasser la pif portion prévue par la loi de mortalité. La méthode 
des titres émis peut donc donner lieu à une augmentation éven¬ 
tuelle du risque, et il est nécessaire de prévoir un chargement 
spécial de la prime pure destiné à couvrir celle augmentai ion : 
c'est le chargement de risque. Une méthode de calcul du charge¬ 
ment de risque et de la réserve de risque a été exposée. 

Dans les chapitres suivants ont été traités différents problèmes 
relatifs aux contrats pour lesquels .la durée de paiement des primes 
est différente de la durée de la capitalisation, aux contrats pour 
lesquels les remboursements sont variables, aux contrats pour les¬ 
quels il y aurait plusieurs tirages par mois, aux contrats dénommés 
titres-obligations, dans lesquels les primes portent intérêt. 

Dans l'étude juridique qui termine rte travail, nous nous sommes 
tout d’abord attachésî définir nettement les opérations de capitali¬ 
sation visées par la loi du 19 décembre 1907, à montrer la différence 
entre les opérations de capitalisation et les émissions d'obligations, 
différence qu'il est quelquefois assez difficile d’établir tant il y a de 
formes variées de bons de capitalisation et d'obligations diverses* 
Nous avons cherché à définir lé contrat de capitalisai ion en nous 
appuyant sur les arrêts de la Cour de Cassation, et nous avons 





reconnu l’analogie qu'il y a entre ce contrat et le contrat d'assu¬ 
rance sur la vie. 

Nous avons enfin énuméré les différentes garanties apportées par 
la loi du 19 décembre 1901 en ce qui concerne les contrats, le 
capital social ou le fonds de premier établissement des sociétés de 
capitalisation, la constitution des réserves mathématiques et de la 
réserve de garantie, l'institution d'un privilège en faveur des con¬ 
tractants sur T actif des entreprises, le placement de cet actif, la 
détermination du maximum des dépenses de premier établisse¬ 
ment et du délai d'amortissement de ces dépenses. 

L’étude juridique se termine par un examen du fonctionnement 
des entreprises de gestion de sociétés mutuelles, par l'étude de 
l'établissement du compfe-couranLqpi doit exister entée ces deux 
c a té gorîe s d'en 1 repri ses. 




ÉTUDE ACTUARIELLE 


PREMIÈRE PARTIE 


OPÉRATIONS DE CAPITALISATION 
DANS LESQUELLES LES REMBOURSEMENTS DE CONTRATS 
SONT EFFECTUÉS SUR LES BÉNÉFICES 


Un grand nombre de sociétés ne pratiquent pas les opérations 
avec remboursements anticipés garantis ; elles se contentent de 
garantir le remboursement, des contrats en fin de période pour la 
somme fixée dans les polices, mais chaque année, elles consacrent 
7ü °/«» ou toute autre proportion des bénéfices, à T amortissement 
anticipé. Dans l’exercice qui suit l'attribution des bénéfices, elles 
distribuent lesdits bénéfices en amortissements anticipés, en un ou 
plusieurs tirages. 

Quelques-unes amortissent par anticipation sur les bénéfices 
supputés de P exercice. 

Les formules donnant la prime unique pure II et la prime annuelle 
pure et de la combinaison de durée n, pour le capital ! sont : 

II = (i -f i)-* 
i 

(ï+*•) [(i+t)»-ij 
(i étant le taux annuel dIntérêt) 

La prime mensuelle pure p m se déduirait de la prime annuelle 
pure par la formule 

P. = » X ü±illü±4=i] ! 

i X (I + i)« 


Les réserves V*, après la k e année, sont données par les formules 
suivantes (pour les contrats à primes annuelles ou à prime unique) : 

* 1 —(! + *)» 

On peut les calculer par les formules de récurrence ; 

S»+i — (Sa + ur) (1 -f" i) S fc+1 — S/. X (I + *) 


V* = (1 + 













Conformément aux décrets réglementant les sociétés de capitali¬ 
sation, le taux i ne peut dépasser 0,035. 

Les primes brutes sont chargées d’au moins 10 °/ 0 de leur valeur* 

Les bénéfices donnés par les sociétés de capitalisation sont des 
bénéfices de gestion, des bénéfices de placement et des bénéfices 
sur résiliations ou rachats de contrats. 

Les bénéfices de gestion proviennent des économies faites par la 
société sur les chargements de gestion contenus dans les primes. 
Ces bénéfices sont généralement faibles au début, à cause du petit 
nombre de contrats en cours et de la somme des frais généraux 
d'une société donnée qui 11 e peut descendre au-dessous d’un 
certain minimum. 

On peut comprendre dans les frais de gestion les frais d'encaisse¬ 
ment, les paiements pour commissions aux agents et inspecteurs. 
On pourrait évidemment, comme en assurance sur la vie, distinguer 
les chargements pour encaissements des prîmes, les chargements 
d’acquisition, les chargements de gestion proprement dite, et dis¬ 
tinguer les frais correspondants : frais généraux, frais d'encaisse¬ 
ment, commissions aux agents et Inspecteurs. 11 est plus simple de 
considérer le chargement global des primes donnant le montant 
total des sommes à la disposition de la société pour payer ses frais 
généraux. Etant donné le nombre des contrats en cours dans un 
exercice donné et la valeur des capitaux assurés, en tenant compte 
du nombre des primes mensuelles payées sur chaque contrat, on 
peut déterminer rapidement le montant des chargements de gestion 
à la disposition d’une société dans cet exercice. Les frais généraux 
payés et les commissions étant évalués en fin d’année, on obtient, 
par différence le bénéfice de gestion. 

Gomment répartir les bénéfices de gestion entre les différentes 
catégories de contrats en cours? La solution est évidente : propor¬ 
tionnellement aux chargements de gestion de chaque catégorie, qui 
sont déterminés d'avance. 

Chaque contrat donne, lors du paiement de chaque prime men¬ 
suelle ou annuelle, sa contribution aux frais de gestion. Pour les 
contrats qui ont plus d'un an de cours, le chargement est connu 
d'avance pour l'exercice ; chaque contrat d’une même catégorie à 
prime unique ou annuelle donne une égale contribution à la gestion 
(le contrat de i *000 francs de capital est pris comme unité). 

Le bénéfice de placement provient de la différence entre le taux 
de placement effectif des réserves mathématiques et le taux prévu 
pour leur calcul. Il est faible également aux débuts d'une société, 
puisque les réserves des contrats sont faibles ; il ne peut devenir 
important que lorsque la société possède de nombreux contrats 
ayant une durée élevée. Dans un exercice donné, la réserve d'un 





— 154 — 


contrai placée au début de l'exercice et la prime encaissée sur ce 
contrat portent intérêt jusqu'à la lin de rexercice. L'intérêt produit 
par la prime, qui en moyenne est encaissée au milieu de l'exercice, 
est faible ; en le négligeant, on peut dire que le bénéfice de place¬ 
ment est sensiblement proportionnel à la réserve de chaque contrat 
au début de F exercice- 

Le bénéfice de placement, qui est ta différence entre la somme des 
intérêts touchés dans un exercice donné et la somme des intérêts 
nécessaires à la capitalisation des réserves et des primes encaissées 
dans l’exercice, devra donc être réparti entre les catégories de 
contrats proportionnellement à la somme des réserves de ces 
catégories. 

Les bénéfices sur résiliation ou rachat de contrats se déterminent 
immédiatement par la différence entre la réserve mathématique du 
contrat évaluée à l'époque du rachat ou de la résiliation, et la 
somme payée au porteur du contrat racheté ou résilié- Un connaît 
pour chaque catégorie de contrats les bénéfices de rachat ou de 
résiliation d 'un exercice donné - 


Les bénéfices de gestion, de placement ou de résiliation peuvent 
donc être répartis entre les différentes catégories de contrats. On 
peut même les répartir dans une catégorie donnée entre les litres 
des différents âges par les mêmes principes qui ont servi pour la 
répartition entre les catégories- (Pour répartir les titres par âge, on 
peut considérer comine de même âge les titres souscrits entre le 
1 er juillet d’une année et le 50 juin de Tannée suivante). Les titres 
se trouvent ainsi rangés par séries d’âge dans chaque catégorie- Le 
calcul des réserves mathématiques en fin d’année peut être fait pour 
chaque série ; de même, le calcul des chargements de gestion 
donnés pour chaque série et l'attribution des bénéfices à chaque 
série peut être faite assez rapidement. On peut supposer, avec une 
approximation suffisante pour la répartition des bénéfices, que Les 
contrats d’une même série ont même réserve mathématique à la 
fin d’un exercice donné. Ün pourra procéder dans chaque série à 
l'amortissement par anticipation des titres ; on tirera au sort les 
titres à amortir. 

Pour déterminer le nombre de titres à amortir dans chaque série, 
on procédera de la manière suivante : Soit h le chiffre des bénéfices 
à répartir dans la série ; H, la réserve moyenne de chacun des 
contrats de la, série au 3 i décembre de T exercice où sont attribués 
les bénéfices ; G, le capital que Ton rembourse à chaque contrat ; la 
somme à amortir n’est en réalité que de G — R, puisqu après amor¬ 
tissement, la réserve des contrats amortis deviendra disponible. Le 
nombre de titres à amortir avec une somme b de bénéfices est donc 
b h 

en réalité de dans la série. Le quotient — 


R 


R 


donnera 
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un entier et une fraction. On amortira un nombre entier de titres et 
on reportera la fraction au tirage suivant de la série considérée, 

La désignation des titres à amortir dans la série peut être effectuée 
au moyen de roues contenant les dix chiffres 0,1, % 3, 4, 5, ti, 7, 8,9. 
On prend autant de roues que le nombre de contrats contenus dans 
la série a de chiffres. Si (les numéros de contrats non souscrits ou 
n’ayant pas droit aux tirages venaient h sortir, le tirage serait 
recommencé jusqu'à ce que le nombre de contrats déterminé et 
ayant droit aux tirages fut sorti. 

On pourrait aussi se servir d'une roue à étuis contenant tous les 
numéros souscrits dans la série. Celte roue pourrait d’ailleurs servir 
pour tous les tirages ultérieurs à effectuer sur la série. 

On pourrait aussi se servir d’une seule roue pour le tirage dans 
toutes les séries, celles-ci étant numérotées à partir du numéro 1 et 
étant distinguées entre elles par les millésimes des années d’entrée. 
On aurait, ainsi le contrat n° 1 de la série 1912-1913 (série constituée 
par les titres souscrits dans le deuxième semestre de 1912 et le 
premier semestre de 1913). Les numéros tirés pourraient, quand 
cela serait possible, être amortis dans toutes les séries. Il faudrait 
mettre dans la roue un nombre de numéros correspondant au plus 
grand nombre de contrats contenus dans les séries participant aux 
tirages. 

On remarquera donc que les différentes séries d’une môme caté¬ 
gorie de contrats se verront attribuer le même bénéfice de gestion 
pour chacun de leurs contrats. On leur attribuera une part des 
bénéfices de placement proportionnelle à la réserve de chacun des 
contrats de la série. Par conséquent, les séries âgées auront une 
proportion plus élevée du bénéfice de placement. 

Les contrats à prime unique participeront à la réparti Lion des 
bénéfices de gestion pour la même proportion que les contrats à 
prime annuelle ; mais ils participeront pour une proportion plus 
forte dans le partage du bénéfice de placement, car leur réserve es! 
plus élevée que celle des contrats à prime annuelle. Mais pour l’a¬ 
mortissement par tirage au sort, le contrat à prime unique sorti au 
tirage devrait être remboursé en toute équité par le paiement d’une 
somme C -j- lï i — U; II, : réserve au 31 décembre de Y exercice du 
contrat à prime unique, Il : réserve à la même date du contrat à 
prime annuelle de même âge. Il serait ainsi placé dans les mêmes 
conditions qu’un titre souscrit à primes annuelles, puisque l’excé¬ 
dent de réserve qu'il aurait constitué lui serait remboursé (1). 

(I) La valeur escomptée des primes annuelles, évaluée au début du contrat en 
tenant compte de la probabilité de sortie au tirage (probabilité variable et inconnue 
a priori ), serait évidemment inférieure h la prime unique du contrEit. Dans les 
sociétés de capitalisation pratiquant les tirages sur les bénéfices, les contrats h 
prime unique sont donc désavantagés. 
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On peut prendre comme exemple de contrat le contrat de 15 ans 
à primes mensuelles de 5 francs remboursable à 1*000 francs. 

Le taux des tarifs à adopter est celui de 3 1/2 °/ 0 . La prime 

annuelle pore est = ^,0725. 

La prime unique pure est 596,80. 

La prime mensuelle se calcule par la formule : 


p m = 80,0728 x 


1,035 [l,035^ —l] 

1 

0,035 (1,035)** 


_ 50,0725 

pm ~ ÏÜÎÏ65 “ 4,23 


La prime mensuelle brute étant fixée à 5 francs, le chargement de 
cette prime ressort h - == 15,25 °/ 0 * 

La prime brute annuelle équivalente serait de : 

11,8165 X 5 — 59,0825 ou 59 fr* 10. 

La prime unique brute équivalente serait de : 


596,8906 

0,8475 


704 fr. 30. 


On voit que chaque prime annuelle donne un chargement annuel 
de gestion de 9 fr* 03, ou O fr. 752 par mois. 

Les réserves successives des contrats à primes annuelles sont les 
suivantes : 


V, — 31,82 

V 8 = 469,10 

Vj = 105,-46 

V 9 == 537,31 

V 3 = 100,98 

V,„ = 607,98 

V 4 = 218,43 

V H . 681,08 

V s = 277,90' 

V <3 =’ 756,74 

= 339,40 

V |3 = 835,05 

V, = 403,16 

V„ = 916,11 

Les réserves successives des contrats à prime unique seraient 

V, — 617,78 

V, =; 813,50 

V s = 639,40 

V i0 = 841,97 

V 3 = 661,78 

V H = 871,44 

V., = 684,94 

V l2 = 901,94 

V s = 708,91 

V, 3 = 933,51 

V 6 = 733,73 

V„ = 966,18 

V, = 739,41 

V )5 = 1000 »> 

V g = 785,99 
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Pour évaluer les réserves des contrats, on peut ranger les contrats 
par séries d'âgé : les contrats entrés dans le premier semestre d'une 
année sont supposés entrés le premier janvier de cette année ; ils 
ont pour réserve la réserve d’un contrat ayant un an de cours ; les 
contrats entrés dans le deuxième semestre sont supposés entrés le 
31 décembre ; ils ont pour réserve la somme des primes annuelles 
ou mensuelles versées sur chaque contrat, en supposant qu’ils 
soient souscrits au 31 décembre. 

Pour calculer les valeurs de réduction on peut employer la 
méthode de réduction proportionnelle : le contrat qui aura n années 
d'existence touchera à la fin de la quinzième année un capital égal 

àiOOO.X jg- 

Ce calcul donne k la société une indemnité de réduction. On peut 
calculer les valeurs de rachat en escomptant les valeurs de réduction 
au taux de 4 % pour le temps restant à courir pour le contrat 
jusqu’à l’expiration des 13 ans. Cette méthode donne également une 
indemnité de rachat à la société de capitalisation. 

Il faut, bien entendu, tenir compte dans l'évaluation de ces 
indemnités des frais d'acquisition non amortis. Dans le cas du contrat 
de 15 ans sans amortissement garanti, on peut supposer ces frais 
amortis par parties égales en la années. 

il faut.également tenir compte de ces frais dans le tirage au sort, 
sur les bénéfices. En effet, pour évaluer le nombre de titres à amortir, 
il faut tenir compte de la valeur des frais d'acquisition restant à 
amortir pour les titres appartenant à une série donnée d'un âge 
déterminé. Si a représente la valeur des commissions restant à 
amortir, le calcul du nombre des litres à amortir dans chaque série 


est donné par le quotient 


b 

G — R + a ' 


Dans le cas d’une série d'âge 5, en supposant la commission 
d'acquisition de 30 ir. amortissable par quinzièmes, on a : a = 20, 
C — R —1000—277,00. Le nombre de titres à amortir sera donné 
par le quotient : 

b 

1000 — 277,00 + 20 

Les 20 fr. pris sur les bénéfices serviront à amortir, au compte 
des commissions escomptées, la part afférente aux titres amortis 
par tirage au sort. 


Remarque /, — Etant donné le bénéfice b d’un exercice évalué au 
31 décembre de cet exercice, si la société procède dans l’exercice 
suivant à 4 ou 12 tirages d’amortissement, chaque tirage aura à sa 
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disposition une somme ^ ou —- pour ramortissemenl. II faudra alors 


modifier légèrement la formule qui donne le nombre de titres à 


amortir à chaque tirage : on prendra le quotient 


h 

4(C —E i.:ÿa 4 ) 


R, étant la réserve d'un contrai d'une série donné à l'époque du 
tirage; frais d'acquisition à amortir à l’époque du tirage. On 
pourra calculer les réserves à une époque donné par interpolation 
entre deux réserves annuelles consécutives. 

Pour une société tirant par trimestre ou par mois par anticipation 
sur tes bénéfices supputés d’un exercice, il faudrait également tenir 
compte de la réserve exacte des co n traits à l'époque clu tirage. 


Remarque IL — La plupart des sociétés ne rangent pas les titres 
par séries d’âge et ivopèrent pas la répartition séparée des bénéfices 
de gestion ou de placement entre ces séries. Mlles ne tiennent pas 
non plus compte des réserves des contrats devenus libres ; elles se 
c o n te n 1 e n t d e d ïvis e r le b é n é fi c e p a r 1001) ( v aî eu r d u co ni rat.) e L e 11 e s 
amortissent indistinctement les titres quel que soit leur âge. Elles 
font participer aux tirages tous les titres ayant, payé un minimum 
déterminé de primes mensuelles. Il reste ainsi un reliquat de béné¬ 
fices qui n’est pas distribué et. qui est reporté à un tirage suivant. 
L’amortissement des titres n’est pas régulier; les Litres’jeunes 
peuvent être favorisés au détriment de plus anciens. La part de 
bénéfices de placement attribuée aux titres jeunes peut être trop 
élevée. 


Remarque IIL — Au bout d’un certain nombre d'années, les béné¬ 
fices de gestion, de placement, de résiliation, pour une société qui 
est arrivée à un développement suffisant, sont à peu près constants. 
La proportion des litres à amortir est connue (4/1000 environ dans 
la plus grande société française) et varie peu d’une année à l'autre 
si la production est à peu près constante, 

Dans ces sociétés, il sérail du moins possible d’amortir une pro¬ 
portion aussi égale que possible des titres d’âges divers. Il suffirait 
de faire une répartition des bénéfices entre les différentes séries 
d’âge proportionnellement au nombre de titres de chaque série. On 
amortira 4/1Û00 dans chaque série d'âge moyen. 
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DEUXIÈME PARTIE 


OPÉRATIONS DE CAPITALISATION COMPORTANT 
DES REMBOURSEMENTS PAR TIRAGES AU SORT GARANTIS 


Chapitre 1 


Opérations de capitalisation comportant un tirage annuel 

(Méthode de tirage sur les litres en cours) 

Lu véritable problème des sociétés de capitalisation se pose 
lorsque l’opéra Lion de capitalisation a pour but, non seulement de 
reconstituer les capitaux promis dans les contrats à la fin de la 
période de recons li tu Lion, mais encore de rembourser par antici¬ 
pation une certaine proportion de ces contrats. 

On peut imaginer le problème suivant : un contractant s’engage à 
payer une prime, unique au début du contrat, ou « primes 
annuelles au commencement de chaque année ; la société de capita¬ 
lisation s'engage, par contre, à payer à ce contractant le capital G, 
soit au bout de n années, soit par tirages au sort effectués au milieu 
de chacune des n années du contrat* La proportion d'amortissement 
des contrats au milieu de chaque année ou le taux de mortalité des 
contrats est donné d’avance; il sera q 0 au milieu de la première 
année, q x au milieu de la deuxième, et q n ^ au milieu de la année. 

Le problème ainsi posé est, comme on le voit immédiatement, 
l’analogue du problème de L'assurance mixte posé dans la théorie 
des assurances sur la vie, en admettant une loi de mortalité discon¬ 
tinue : les titres de capitalisation sont, en effet, des têtes assurées 
que l’on fait mourir pendant la période de n années suivant une loi 
déterminée d'avance et certaine ; les tètes survivant à la fin des 
n années touchent le capital promis en fin de période* 11 y a donc 
bien là l’analogue d’une assurance temporaire en cas de décès jointe 
à une combinaison analogue à l'assurance de capital différé* 

Les formules qui donnent la prime pure unique et la prime pure 
annuelle de la combinaison envisagée sont donc celles de l’assurance 
mixte. 

On sait que les formules de l'assurance mixte écrites en annuités 
sont les suivantes : 
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i(i-i «r-p;*) + p(| 

(1) 

(l_ia';)_P o ") + p» 

1 + C^’ 

(1) 


où i est le taux d’intérêt adopté par la société de capitalisation pour 
ses calculs ; P' 1 le capital différé ; a£\ 1 4 - les annuités certaines 
payables pendant la vie des litres, la première est l'annuité tempo¬ 
raire payable en fin d 1 année, P autre l’annuité temporaire payable 
d avance. I/âge 0 indiqué en indice indique que tous les titres sous¬ 
crits au début ont l'âge 0, puis au bout d’un an ils ont Page I, etc... 

Par analogie avec les a'” 1 et les 1 -f a^'\ les a™ et les 1 -f- a'"” 1 
sont égaux à : 

«r , =Po+Po+... +pr 

i +<- 1, =i + p;+x + K ~ 1) 

Les relations a ( " ] = aj* -0 -f P” p" = p" (1 -f i )-» 
sont immédiates. 

po 11 désignant la probabilité pour un titre d’âge 0 de survivre à la 
tin des n années, on a: 

PÔ = Po Prp 2 ■ ■ ■ Pn-i '—{i — 7 ,) (1 — ? ( ) (1 — q 3 )... (1 — 

Pn = Pi> (1 “1“ *) 1 Po = Pa Pt (1 "H *) -2 P# = P«Pi Pt (1 H - *)" S 


On voit ainsi que les éléments de R et us (annuités et capitaux dif¬ 
férés) peuvent se calculer ; ils dépendent des taux de mortalité q 0 q, 
q s • ■ ■ q„-i que l’on se donne arbitrairement et d’avance. 

Au lieu de se donner les taux de mortalité, on pourrait se donner 
une loi de mortalité quelconque exprimée par une table de mor¬ 
talité donnée. On pourrait prendre V, vivants au début de la pre¬ 
mière année, V, au début de la V„_, au début de la « inic , V„ à 
la tin de la n*™ 11 . 

Les taux de mortalité seraient alors donnes par les relations bien 


connues 


d t 


d. 


V * *4 — v ’ v"’ l ?’ t— • 

’ 0 * I ''î 


<4- 


V,,_ 


ou 


*4 — V 0 \ !, 


— Aj V 2 . <4-i V n _, —V, 


Mais au lieu de revenir au calcul de II et de ra par les annuités, on 
peut les calculer par les commutations. 
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On obtient les formules immédiates : 

n = c Ma ~~ M » + Da (2) 

„ r M 0 M rt -\- D, t /a\ 

N 0 —-N„ t2) 

Les indices correspondant à l’âge des titres, âge 0 au début de 
La période des n années, âge n à la fin des n années. 

Les commutations sont donc calculées par les formules 

1>0 = Vo ( 1 + 0-° = V 0 D| - V, (1 + D, - V a (1 + i)- 3 

D* = V,(i + i )~ il 

N 0 = D 0 + 1>| + D 4 + - . * + D« + ■. - 

N n — D n + Drt+i + -. ■ 

— Njî — D ( ) + T)* H" b*a - - * H - 

C 0 = d* ( 1 + ip C ( = d A (i + i)~r' C 2 = rf a (1 + îp“ 2 

Mo = C 0 + c, + e 3 ... 

M« — C rt + G , J+1 + - * - 

M 0 — M, ( = C 0 -|- C| C 2 . *. -f- G tt _! 

Le problème proposé est donc résolu par les méthodes des 
annuités et des commutations. On obtient des formules qui sont 
anologues à celles de l’assurance mixte, mais les annuités et les 
commutations dépendent de probabilités déterminées à l'avance et 
parfaitement connues. 

Il est à remarquer que dans les formules, il n y a pas d’âge diffé¬ 
rent pour les titres au début; tous ont l’âge O au début, c’est 
pourquoi les indices x + 71 des notations de l’assurance sont 
remplacés par 0 et rc. 

Une différence encore avec les opérations d’assurances sur la vie 
s’aperçoit immédiatement; c’est que, dans celles-ci, le nombre 
des décès observé est toujours un nombre entier, tandis que la 
mortalité créée pour les Sociétés de capitalisation ne donnera en 
général jamais un nombre entier de titres à amortir chaque année. 
Pour que la loi de mortalité adoptée donnât des nombres entiers, 
il faudrait que le nombre de litres N 0 souscrits dans le premier 
semestre, la première année, fût un multiple du nombre Y 0 de 
survivants adopté pour premier nombre de la table de mortalité, et 
que les nombres successifs N 2 des Litres restant en vigueur au 
début de chaque année fussent également des multiples des 
nombres de vivants Y n V 2 , V 3 de la table. Or, cette condition ne 
sera jamais remplie, en général. 

Le nombre de litres à amortir la première année sera q () N 0 . On 
ne pourra amortir évidemment que le plus grand entier contenu 
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dans q Q N 0 ; le reste sera reporté au tirage suivant, et si, en l'ajou¬ 
tant au reste donné par le deuxième tirage, on obtient V unité, on 
pourra amortir un titre en plus k ce deuxième tirage. On pourra 
reporter ainsi les restes de proche en proche. 

Gomment opérer les tirages ? L’année sociale commençant avec 
Vannée du calendrier, il faudra tirer le 1 er juillet sur les titres en 
cours à cette époque. Si nous appelons N () le nombre de titres sous¬ 
crits dans le premier semestre et en vigueur le V‘ r juillet, on amor¬ 
tira < 7 {( titres; il en restera en vigueur N 0 (1 — y 0 ) ou le nombre 
entier immédiatement supérieur, qui formeront une série de titres 
d'âge 0 au l or juillet du premier exercice. Cette série aura Page 1 au 
1 er juillet de l'exercice suivant. Un nouveau tirage sera effectué sur 
cette série; le taux sera q v S’il ny a pas eu de litres résiliés ou 
rachetés dans l'intervalle, le nombre des titres restant en vigueur 
après le deuxième tirage sera 

Na(i-ïo) (1-îO 

Les titres seront donc rangés en séries qui se distingueront par 
Làge. Pour un tarif donné, de durée n, il y aura donc, au bout de n 
années de durée de la Société, n séries de litres en cours. 

11 est ;i remarquer que les formules établies plus haut, s'appliquent 
â des titres qui ont six mois de cours au moment du premier 
tirage. Pour des titres participant, au tirage aussitôt après la sous 
cription, il faudrait adopter les formules suivantes : 


n = c [i — i «(,<’•>] 

(3) 

1 - i a Jn) 

w ~' J 1 4- a 0 ( " _1) 

(3) 


Les titres souscrits dès le 1 er juillet du premier exercice social et 
qui ne participeront que dans une année, au 1 er juillet suivant, aux 
tirages, devraient être calculés par les formules suivantes : 

Il = c [(1 - i a a M — P 0 <»>) (1 + »)-* + ly] (4) 
(i-« «r-iy) (i + y* + 

1+ (4) 

Les tirages ayant lieu à époque fixe dans les Sociétés de capitali¬ 
sation, les primes devraient varier avec l’époque de la souscription 
des contrats; 11 faudrait adopter les primes de la formule (3) pour les 
contrats souscrits immédiatement avant le tirage, les primes de la 
formule (4) pour les contrats souscrits un an avant le tirage, les 
primes de la formule il) pour ceux souscrits six mois avant le 
tirage. 
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La différence entre les primes de (3) et de (4) est 


1 - j a» - iy 
i+a 0 <“-» 



dans le cas de la prime annuelle. 

Cette différence est égale à la prime d’assurance temporaire mul- 

0,035 , e , ,, x n , , , 

tipliée par — 1 c est-a-dire a environ 3 m 0 j o de cette prime. 

Si la prime annuelle d'assurance temporaire est de 3 francs pour 
un conirai de 1.000 francs, on voit que la difïérence entre les 
primes de (3) el (4) est de 10 centimes environ. En adoptant pour 
tous ces contrats la prime résultant, de la formule (1), on com¬ 
me lira donc une erreur de 3 centimes en plus ou en moins sur les 
contrats ayant plus de six mois ou moins de six mois de cours au 
moine ni du premier tirage. 

Dans le cas des prîmes payables annuellement, la Société pourra 
donc adopter la prime la plus élevée, ce qui peut majorer les 
primes les plus faibles de 10 centimes. 

Dans le cas des primes mensuelles* les erreurs commises sur les 
primes pures sont négligeables, il n’y aura pas lieu de majorer les 
primes brutes. Dans le cas des primes uniques pures, les erreurs 
commises pourraient être plus élevées, les Sociétés pourraient 
calculer les primes pures dans le cas des formules i , 3 et 4 et 
obtenir par interpolation des primes pures exactes pour les diffé¬ 
rentes durées à courir. Elles majoreraient les primes h payer par 
les souscripteurs des sommes suffisantes. 

Cas du taux de mortalité constant , — Pour simplifier les for- 
mules (i), on peut supposer les taux de mortalité annuels égaux 
entre eux (on amortira chaque année la meme proportion des 
titres en cours). 

On aura alors : 


?o = <Ji = ïi 


■. = 5n-t = ? 


/\» -Pi =P% 


= Pni = P 


= P 


Par suite : 


v=p (i + o -1 + p* a + o _s +.+ p" à +. fn 

l + V , H£=-l+p(l + i)- , + p 1 (l+i}- 2 +. -j- p"-* + 

Po n = Po n (i + 0-“ 
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On a donc 




On trouve pour la formule (1) donnant la prime annuelle: 



En posant v = p (1 -|- i) \on obtient les formules plus simples: 




^> = 7(1 + i)~5 + _ * ■ 

U = î (1 + *')""* (1 + + P” (1 + i)~ H 

1 v* — 1 

11 - ? (1 4- *) _ à X v _x + »* . 


Pour établir les commutations dans le cas du problème actuel, on 
peut prendre une labié de mortalité ayant comme nombre de 
vivants 



Les calculs des D„ D, D,„ N 0 N ( N,„ C t) C J C„, M 0 M 4 M„ sont 
alors immédiats. 

Le nombre des vivants obéit donc à la loi = p* V r 
On peut établir par une autre méthode très rapide les formules 
donnant II et n. 

n exprime rengagement de l’assureur d’amortir les titres, soit 
par anticipation, soin en fin de période. La probabilité qu’un titre 
vive dans n années étant p r \ qu’il meure dans n années après avoir 
vécu jusque là étant qp n , on a pour 11 la valeur suivante : (G ?= i). 


H—1 


11 “ J 0 ?P" ( 4 + + P“ (1 + i)~ n 


OU n = q (1 -f i) - * % P’ 1 (1 + t)~ n + p" (1 + i)~ n 
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n = q {1 + i)-l (1 4- ««"-') + F (1 + i)-‘ 

] J} n f 1 —— l 'l — fl 

Par suite m = r t {ï + i)~ï + L + 

Calcul des réserves * — Les réserves se calculeront par des formules 
analogues à celles qui servent en assurance sur la vie au calcul des 
réserves des assurances mixtes. 

Si Ton désigne par II 0 ur 0 les primes du contrat de durée n, TT n la 
prime de durée n — 1, Jl 2 la prime de la durée n — 2 etc, la réserve 
du contrat à la lin de la première année sera 

v 1 = n J - CT „(i + «r») 

De même V a = U 2 — (1 -f- a 2 H_3> ) 

on a aJ n-2) — pj -f- p- ~f- . + Pj*-» 

les P{ P] étant égaux kp { {i — £) -1 (1 î)- 2 

= p f p s , . . (1 + * )—2) 


Dans le cas oh les probabilités de décès annuelles sont constantes, 
les formules se simplifient ; l'assurance temporaire en cas de décès 
a une réserve nulle puisque la prime correspondante est constante. 
Il suffit de calculer la réserve du capital différé qui s'obtient comme 
on sait par .la capitalisation viagère de la prime pure du capital 
différé. 

La réserve au bout de k années est donnée par la formule 


pX 


1 -\-a 


{h- t> 


Px 

ou par -x. 
y* 


On a le quotient de deux prîmes de capital 


différé, l'une pour la durée n , l'autre pour la durée k. 

En appliquant à la prime du capital différé comprise dans la prime 
de capitalisation qui est 


p rt (i+.i)- n ^(u —1) 

i+fti—u ou en posant v — p (1 + 1 ) _1 , ■ p „_ 1 


l+< 

la prime du capital différé de durée k serait 


v A (v — 1) 
v k — i 


La réserve au bout de k années serait par suite : 


— 1 

V&~ h) A A 0U 1 
v - 1 


„ <«—W 1 

1 


Les réserves successives s’obtiennent donc en faisant successi¬ 
vement k — 1, 
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On a : 


v h = xn " 1 (» — i) 

V 2 = _l 

Vu ~~~ 1 


V* = 


1 


v n ~ n ( V 11 — 1 ) = 1 


L’emploi de la méthode de récurrence donnerait lieu à la formule 
suivante : 

q _ fSfr + cr) (1 + 0 —<7(1+*) â 
bAH - '■ p ..— 

S* +lî S* étant les réserves après k et k + 1 années. 

Ou remarquera que la formule de récurrence, dans le cas du taux 
de mortalité constant, peut s écrire sous la formule suivante : 

1 + * i ct (1 +Q — g (1 + i) 1 

p ^ p 


Sft+i — S* X — + 


1 + i 

La quantité —-—- est constante; où peut la poser égale à À. 

La quantité ^ 1 * ^ —. 9 (* H~ 2 n ^ esL au ( re q lie | a réserve 

P 

du contrat considéré à la fin de la première année; c’est-à-dire S r 
La formule de récurrence dormant la réserve des contrats à prime 
annuelle se met donc sous la forme remarquable : 

S* +1 - A X S* + S, 

D’où Ton déduit les formules suivantes : 

^2 — S ( (A + 1) 

S a = |S 2 (A*H-A + 1) = S < X 
k* — 1 


Sj; -^ S^j X 


A — 1 


k» - * 

S, - S, x -r 


Les réserves successives sont, des fonctions linéaires de la réserve 
précédente. Les formules ci-dessus permettent de calculer direc¬ 
tement ces réserves. La quantité A est l’inverse de la quantité 
p (1 + i) _i désignée précédemment par v. 

























— 167 — 


Les réserves successives des contrats à prime unique seraient: 


II, = q ( 1 + iYi -- -"y ■ + »" 1 



II* = q {1 + *)“* X 



Primes payables mensuellement . — Dans le problème proposé plus 
liant, les prîmes étaient payables annuellement en début d’année; 
ordinairement dans les sociétés de capitalisation les primes sont 
payables par fractions semestrielles, trimestrielles ou même men¬ 
suelles. 

Il faut alors évaluer les primes fractionnées en fonctions de la 
prime annuelle. 

La relation entre la prime annuelle et les primes mensuelles 
s’écrit immédiatement : 



La relation entre la prime annuelle et les primes payables en k 
fois par an (k pair, k — 2, 4, ... 12) est également : 


[(i 4 - î) k + ■ * ■ (i 4~ 0 k - “ 4 4" 0 a ’ 
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Comparaison entre la capitalisation avec tirages garantis et la capi¬ 
talisation sans tirât]es garantis . — Les formules obtenues dans le 
cas du taux de mortalité constant s’appliquent immédiatement à la 
capitalisation sans amortissement garanti en faisant dans les for¬ 
mules 


q — 0 p = 1 


La prime unique Ft est bien égale à (1-j- 
La prime annuelle est égale à 



M + Ï )" 1 - « 


on peut l’écrire : 


<1 + 0 [(-1+i)»-!] 


Cette dernière formule est immédiate lorsque l’on considère que 
la prime rz placée d’avance doit reproduire le capital 1 au bout de 
n années, et l’on a, en appliquant la formule des placements 
annuels bien connue : 


nr se calcule par la formule inverse de la formule des placements. 

Les formules des réserves s'obtiennent aussi en faisant p — i 
q 0 dans la formule obtenue précédemment. 



On aura : V* = 1 — 


mais v est égal ici à (1 + au 


lieu de p (1 + i) -1 ; les formules restent les mêmes, 
fl u V* désignant les primes et les réserves des contrats de capi¬ 
talisation avec tirages garantis, FT ts f V* désignant les primes et les 
réserves des contrats sans tirages garantis, on a alors la compa¬ 
raison suivante : 



+ P n (i + i)~ ff 


n' = (i + i )-» 




P (i + i)- 1 -1 
p" (1 + i)-" — 1 


(i + i) [(i 4 i)-“ -1] 
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_ 1 - (i -f t)* 

* ' I — i , iy‘ 


Comparons V* et V"*; ce sont ries quantités positives, de leur 
nature ; pour p = 0 , V* est nulle, pour p ~ J, V* = V /r . 

V/, va donc en croissant avec p el reste constamment inférieure 
à V /c • 

Corinne p est, eo général, une quantité très voisine de i, on voit 
que II, rr et V* sont très voisins de II', u>' et 

On a évidemment toujours t l > Il\ u > u. 

Puisqu'il y a amortissement par anticipation d une partie des 
litres, la prime doit être plus élevée. Il reste moins de titres à 
amortir en fin de période et des sommes moins élevées à mettre en 
réserve. 

Si Ion désigne par a (1 la prime pure de capital différé comprise 
dans la prime rr, on a iïï = g (i 4 ï)~l * 3 ,. 

On a les relations évidentes 


i -f* Oo < (1 4 î+ ) “ 

Ou a également la prime pure du capital différé avec 

mortalité étant inférieure, à la prime du capital sans mortalité. 

Méthode de tirages . — Report des restes, — Nous avons vu antérieu¬ 
rement, dans le cas d'une loi de mortalité générale et discontinue, 
que les litres étaient rangés par séries suivant l uge. Si N fl est le 
nombre de l itres souscrits dans l'année qui précède le premier tirage 
. nous avons supposé que la société de capitalisai ion n'effectuerait 
qu un seul tirage en milieu ( Tannée), le premier tirage donne 
comme amortissement le nombre 

tin Nÿ n 0 + 

w o ^ t:mL entier', a 0 étant un nombre fractionnaire inférieur àl, on 
amortit % titres el il reste N, ^ N D — n t) ; le nombre N f de litres a 
aitu s I âge 1 , Ce nouveau groupe, s'il n'est pas diminué de titres 
i é s i 1 i é s ou i'ac h étés, s u b i ra u n. de u \ i è m e l i ra ge a u l au x g f . On au r a 
( î\ \ = n \ + oq ; on amortira n K litres.. 


u{l 4 i) X 


i - (1 + I)- 


(1 + i)~ 


■ -o+o-^ 

i 


K <(14 ij- 


u 
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Mais si * £( oq 1 fi, on pourra amortirn { -j- 1 titres et ii sera 
crée une deuxième série qui aura N 2 litres. N â = N 4 — n 4 — 1. Cette 
deuxième série subira ie tirage rr 3 : on amortira q % titres en 
reportant le reste (L 

Les séries N 4 N a N y sont des groupes fermés dans lesquels il 
n’entre plus de titres ; ils proviennent du groupe N 0 formé avant le 
premier tirage. 

Pour opérer les tirages, il sufüt de compter les litres en cours au 
moment de chaque tirage et de faire les calculs q 0 N 0 , q { N n q. À W a 
avec report des restes* On détermine avant chaque tirage le nombre 
de titres qui doit être amorti. Pour déterminer les titres à amortir, 
on peut opérer simplement avec des roues portant chacune les 10 
chiffres 0,1, % 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; 

Si les nombres des titres N 0 , N 4 sur lesquels porte Pamortisseinent 
ont 4 chiffres, Ü suffit de 4 roues pour tirer et désigner un numéro 
de titres à rembourser. 

Si les roues désignaient le numéro d'un titre résilié, on recom¬ 
mencerait le tirage, 

Re marq u e s ur l ' am or t iss eme n l a u s uj e i des re s les. — P u i sq ne Y o n r i e 
peut faire des amortissements partiels de titres, la somme prove¬ 
nant de la fraction de titre non amortie lors d'un tirage es) reportée 
à un tirage suivant, et jointe à une autre fraction ; elle peut donner 
lieu à l’amortissement d’une unité. Les engagements de la société 
se trouvent diminués puisque la somme à payer est reportée plus 
tard : mais il est vrai aussi qu’un titre qui devrait être amorti partiel¬ 
lement reste tout entier en cours. Une société qui n'amortirait (pie 
les nombres entiers de titres sans reporter les restes introduirait un 
chargement implicite dans ses tarifs, qui ne serait pas inutile quand 
les tarifs sont peu chargés (contrat de la ans amortissable à raison 
de 4 % par an, prime de 5 fr. par mois). J,a valeur du chargement 
implicite serait variable et indéterminée. 

On peut se demander si une société pourrait amortir à chaque 
tirage le nombre entier de titres à amortir, soit par excès, soit par 
défaut à ijt unité près. La société amortirait ainsi à certains tirages 
plus qu’elle ne doit amortir. Y aurait-il compensation entre les restes 
négligés et les excès de titres payés ? Il est facile de voir qu’en com¬ 
mençant les tirages sur un nombre entier de litres donnant au pre¬ 
mier tirage un reste très voisin de l'unité, des tirages successifs 
donneront tous lieu à des tirages par excès. De môme, si Ton com¬ 
mençait le premier tirage par un nombre entier donnant un reste 
légèrement inférieur à 1 /Si unité, tous les tirages successifs donne¬ 
raient des restes inférieurs a 1/2 unité* 

Dans le premier cas la société paierait toujours par excès, dans le 
deuxième, toujours par défaut. 
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Il est. donc préférable de reporter les restes jusqu’à ce que leur 
somme puisse donner lieu à l'amortissement d'une unité. 

En employant la méthode exposée ci-de s sus, on assure un amor¬ 
tissement régulier des titres suivant l'âge. 

Dans le cas où le taux de mortalité q Q reste constant, on peut 
être tente de mélanger les séries entrantes avec les séries anciennes, 
le taux d'amortissement étant le même ; cette méthode ne nuit en 
rien aux intérêts de la société de capitalisation, mais alors les 
contractants anciens ou nouveaux peuvent être lésés suivant que le 
hasard favorisera les nouveaux ou les anciens. 

En tirant par séries d'âge, il est vrai, il faut que le nombre de 
titres souscrits N a soit assez élevé pour que les tirages puissent 
commencer, il faut que q 0 N {( soit au moins égal à l’unité; si 

— juoÿ ^ huit que \ soit an moins égal à 500 pour qu’on 
puisse tirer un titre. Il arriverait aussi avec un si petit nombre que 
les tirages suivants devraient être supprimés en partie, 
ha méthode exposée ci-dessus, qui consiste à considérer le 
contrat de capitalisation comme un contrat d’assurance mixte pour 
lequel une loi de mortalité est tixée à Eavance et qui, par conséquent 
amortit à chaque tirage une proportion déterminée à l’avance des 
litres en cours au moment de ce tirage, a été appelée méthode de 
tirage sur les titres en cours. Elle proportionne les amortissements 
anticipés au nombre des Litres en cours au moment des tirages. 

fjti de mortalité de Moivre. —- Nous avons traité le problème des 
sociétés de capitalisation dans le cas d’une loi de mortalité quel¬ 
conque, et dans le cas du taux de mortalité constant qui correspond 
à la lui de survie exponentielle \ x =r p x V (r 

Une loi de mortalité avantageuse est lu loi de Moivre \> N_,r. 

Elle permet, lorsque N atteint un nombre suffisamment élevé, de 
continuer les tirages jusqu a la fin du contrat, quand les litr- s sont 
groupés en séries, car cette loi amortit au moins un titre à chaque 
tirage, 

Elle donne lieu à la table de mortalité : 


v„ -- N les taux sont : a a * les l>robal,iliiés de vie K-.1 

N successives sont : 7 « N 



?t = 


1 

N — 1 


I 



N — % 

p*=w—î 



V.-N-n 


1 

f [n-\ — ÿr __ n ^ 
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Un voit que les taux de mortalité vont en croissant et que s'il y 
a N ( , litres entrés an début dans la série d'âgé, N 0 ^ N, on pourra 
tirer au moins un titre à chaque tirage, à condition qu’il ny ait pas 
trop de résiliations. 

On peut prendre ordinairement N — 500 et = 500 —a?* 

Les formules données pour l’assurance mixte s'appliquent tou¬ 
jours à la loi de Moivre, 



0 


si les tirages ont lieu au début de l’année, c'est-à-dire immédia¬ 
tement après la souscription des contrats. 

Dans le cas de là loi de Moivre, on a : 






K-(*+^ 


(i + i"r n 


Les formules précédentes permettent de résoudre le problème 
proposé dans le cas de la loi d'amortissement de Moivre, 

La formule de récurrence des réserves s'écrit, pour la loi de 
Moivre : 



Pour calculer les réserves par la méthode prospective, il faudrait 
connaître les annuités a^* 1 a 2 (n ^\ à 3 (n ~® correspondant aux âges 

1 1 3, des litres et pour les durées n — 3, n — 2, n — 3, restant à 

courir. Les valeurs de ces annuités se déduisent immédiatement de 
on a : 


« 




J 4-t \'i — (1 +»)-<"-*> 
( N — k)i L t 


1 






















Une table de commutation, facile adresser, peut rendre les plus 
grands services dans l’application de la loi de Moivru. 


Calcul des primes fractionnées dans le cas de la loi de Mo ivre — 
k pair, k = 2, i, . . là). 

On a la relation immédiate : 


Il - CS a (1 + 

= CT* [1 H- (1 + i)-\ + (1 + i)-î +. . . + ( 1 + i)-~] [i + a 0 n *»' 


+ w*[(l + i)s + . . .+(1 + i)l -f- fl -U i){j (jW 





on aurait : 


La formule s’appliquerait aussi à une loi de mortalité quelconque. 

La loi de Moivre a un taux de mortalité croissant avec l’âge. On ne 
peut donc pas confondre les diverses séries d’âge différent; il faut 
que chaque série suive la loi d’amortissement complète. 

On peut écrire immédiatement la formule donnant la prime pure 
unique de la mixte-capitalisation dans le cas de la formule de 
Moivre. 


■1 — (1 4- O - " 


On a : N II — (1 _j_ |)1 x 


(N — n) (1 -f- i) ■ " 


Le terme (N — «) (I + *)“" représente la valeur actuelle des titres 
au nombre de N : — n restant à amortir à la lin des n années. Le 


! 1 — (I +0 


terme {1 -fi)âX 


représente la valeur actuelle des 


titres amortis au milieu de chacune des n années. 

Pour trouver n prime annuelle, on peut écrire la relation : 

N TI = N ta + ( N — i l)m (1 + i)' 1 -f . . , 

4- (N — » + l) CT (i + > 


is n 

Itou Ion voit que = (! + <" ") (annuité trouvée précédem¬ 


ment). ' 









Dans le cas où Ion emploie la méthode des titres en cours avec 
la loi de l'exponentielle, on pourrait, pour rendre plus rapides les 
tirages au sort, attribuer un numéro spécial aux titres en cours ( un 
numéro de tirage à chacun de ceux ayant droit de participer aux 
tirages). On pourrait meme rompre les séries d'âges et faire des 

séries de 2,000 (si l’on tire ^ chaque tirage). Le tirage dans 

chaque série de 2,000 serait alors immédiat- Il suffirait de tirer le 
numéro x compris entre 0 et 2.000 et d’amortir dans chaque série 
de 2.000 les numéros x, x +'2,000, x + 2 X 2 000, x + 4 x 2.000. 
Les opérations seraient très simples. L'amortissement par âge des 
titres serait assuré. Mais l'opération de numérotage des titres au 
moment du tirage serait très longue et il y aurait des difficultés 
pour faire connaître aux contractants les nouveaux numéros attri¬ 
bués à leurs contrats. 

Dans le cas où la société de capitalisation ne tient pas absolu¬ 
ment k amortir par âge les titres, pour éviter les interruptions de 
numéros, elle pourrait attribuer aux nouveaux contrats les numéros 
antérieurs devenus vacants par suite de rachat, de résiliation. Elle 
éviterait ainsi les interruptions et le numérotage des titres rie serait 
pas nécessaire avant les tirages. L 

Si Ton conserve les séries d'âge sans numéroter à nouveau les 
titres, on peut, à cause du taux constant d'amortissement, confondre 
deux ou plusieurs séries voisines, de façon à former des séries 
de 2.000. On peut ainsi amortir des nombres entiers de titres, sauf 
pour la dernière série de 2.000, la plus récente, qui est en cours 
de placement et qui sera en général incomplète au moment des 
tirages. 

Au début des séries, les résiliations sont nombreuses, mais au 
bout de quelques années, les résiliations diminuent, les séries 
nouvelles formées par âge se conservent, et il n’y a plus besoin de 
mélanger les séries voisines. 

Variations des réserves d*un contrat dans le cas du contrat à. prime 
annuelle. — À la fin de l’exercice k, la réserve est S* ; elle s'accroît 
brusquement au début de l’exercice k + 1 par le paiement de la 
prime u ci devient S* + ïït. Jusqu’au milieu de l'exercice 4 + 1, elle 
s'accroît des intérêts et devient 

(S* + GF) (1+^ 

puis brusquement, le tirage au sort a lieu et la réserve prend la 
valeur 

(S/, + g) (i 4- Qâ - f/ 

P 

en supposant le taux d amortissement <y. 
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La réserve croit ensuite jusqu'à la fin de l’exercice k + 1 et 
devient : 

C _ (Sx- + rcj ( 1 + i) — q {i + 0“ 

b * +l P 

La réserve d'un contrat subit donc dans une année trois variations 
brusques discontinues. Les sociétés de capitalisation doivent tenir 
compte de ces valeurs successives des réserves pour l'évaluation de 
la réserve individuelle des contrats, 

La valeur d'un contrat varie avec l'âge de la série à laquelle il 
appartient. On peut supposer que tous les contrats entrés du 
1 er juillet d'une année au 30 juin de l'année suivante, c'est-à-dire 
après le tirage de l'année considérée et avant le tirage de l'année 
suivante, forment une série, dont le point de départ est le 1 er janvier 
de l'année suivante. 

Valeurs de réduction et de rachat des contrats , — Comme dans le 
contrat mixte d'assurance sur la vie, les valeurs de réduction des 
contrats peuvent être obtenues par la méthode de réduction pro¬ 
portionnelle qui s'exprime par la formule suivante: 

P 

valeur de réduction = XG, 
m 

p étant le nombre des prîmes entières payées par le contractant. 

Il n'est pas tenu compte des fractions de primes annuelles : 

w, le nombre de primes totales à payer sur le contrat; 

C, le capital à reconstituer. 

La valeur du contrat réduit sé paie comme le capital entier à la 
fin du contrat. 

Les contrats réduits peuvent ou non continuer à participer aux 
tirages par anticipation; ils peuvent également être exclus ou non 
de la participation aux bénéfices. Ces deux points sont peu impor¬ 
tants, et diverses solutions ont été adoptées. 

Les valeurs de rachat peuvent être obtenues en escomptant les 
valeurs de réduction correspondantes (au taux de 4 ou 5 0 / o si le 
taux des tarifs est de 3 1/2 %) pour le temps restant à courir jusqu'à 
la fin du contrat. 

La valeur de rachat au taux de 4 °/ 0 d’un contrat est donc donnée 
par la formule : 

valeur de rachat = ~ x C (i,04) - * n 

La méthode ci-dessus, pour le calcul de la valeur de rachat, est 
la plus simple à exposer aux contractants. 

Les sociétés pourraient également opérer par la méthode ration- 
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nelle des Sociétés d'assurances sur la vie : les valeurs de rachat 
seraient obtenues en retranchant de la réserve mathématique des 
contrats la valeur des frais {^acquisition non amortis, ainsi qu'une 
petite indemnité de résiliation. 

La valeur de réduction se déduirait de la valeur de rachat par la 
capitalisation certaine ou la capitalisation viagère jusqu a la lin du 
contrat (au taux des tarifs)* 

La valeur des frais d'acquîsüion non amortis se calcule facilement 
par la formule connue : 


c est la valeur après k années, en tenant compte de l’amortissement 
viager (F désigne la commission payée au début du contrat, F 4 la 
commission restant à amortir après k années)* 

Pour avoir cette valeur, il suffît de mettre l’annuité calculée, soit 
d après la loi de Mo ivre, soit d’après la loi de l'exponentielle* 

On peut aussi employer la méthode de récurrence suivante, qui 
donne F* en fonction de F 4 , : 



dans le cas de la loi de P exponentielle où p est constant, 


dans le cas de la loi de Moivre* 

Les dernières formulés peuvent servir également aux Sociétés 
pour déterminer d'une manière rationnelle le montant des com¬ 
missions non amorties figurant à l’actif des bilans* 

Les titres étant rangés par séries émises en moyenne au l ur jan¬ 
vier de chaque année, la commission restant à amortir sur chacun 
des contrats de la série est donnée par la formule ci-dessus* On 
peut ainsi déterminer en bloc et d’un seul coup la valeur des coin- 
missions non amorties sur une série d'âge k } c'est-à-dire sur une 
série qui a subi k tirages* 

Cas des contrats à prime unique sortant aux tirages, — Les 
Sociétés peuvent mettre ces contrats dans la même situation que 
s'ils avaient été souscrits dès le début à primes annuelles; ils 
paient aux contractants le capital assuré C augmenté de la diffé¬ 
rence entre la réserve du contrat à prime unique et la réserve du 
contrat à prime annuelle C -|- R„ — l\ fl , 










La quantité H.„ — H„ va en décroissant avec l'âge et s'annule à 
la fin du contrat* 

Cette opération revient, comme il est facile de le montrer immé¬ 
diatement, à payer le capital G assuré et à rembourser au con¬ 
tractant la valeur actuelle des primes annuelles pures restant à 
payer, évaluées au moyen de rannuiié de la loi de mortalité 
employée. 

S’il y a k années écoulées à la sortie du titre au tirage, la valeur 
actuelle des primes annuelles restant à payer est 

Or, lu valeur de la réserve du contrat à prime annuelle est à 
cette époque : 

Ri—or - a fi : -.«;r *-•], 

et la valeur de la réserve du contrat à prime unique est [j* ! \ 
valeur de la prime miique d'un contrat d'âge k pour la durée n -- k 
restant à courir. La différence de la réserve du contrat à prime 
unique et de la réserve du contrat, à prime annuelle est donc Lien 
égalé à la valeur actuelle des primes annuelles pures restant à payer. 

Les sociétés qui opèrent ainsi font bénéficier leurs adhérents à 
prime unique sortant au tirage d’un avantage auquel ceux-ci n’ont pas 
droit (1). Le pari ou le contrat ayant été conclu à prime unique, la 
société n'est tenue que de payer le capital C du contrat. Des sociétés 
exigent une surprime pour mettre ces contrats à prime unique dans 
la même situation que les contrats à prime annuelle. Si les sociétés 
payent le produit de la prime pure et par l'annuité certaine jusqu’en 
fin de contrat, cette surprime n est autre que la prime unique d’une 
assurance d annuités assurant le paiement des primes pures 
annuelles et à partir de 1 instant où le titre sort au tirage. 

La prime unique de l'assurance d’annuité serait : 

ET |"«" — ,»] a (n) __ ^ ^ y H 

a ( "' annuité certaine, a<j» valeur de l’annuité calculée soit par la loi 
de Moivre, soit par la loi de l’exponentielle. 

Si la société, au lieu de rembourser les primes pures et, rem¬ 
boursait les primes brutes 1 (ce qui est. plus pratique) restant à payer 


(1) nuns les sociélés de capitalisation pratiquant les côhitii liaisons à tirages 
garantis, la prime unique dos contrats est égale à la valeur escomptée dos primes 
? T,nu f L ' s - , va u ^ en tennut compte rie la probabilité d'amortissement des titres, 
d’égalité lratS * !>nmc unif I ü! ' iil il P rimes annuelles sont donc placés sur un pied 
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jusqu à l'échéance du contrat, la prime unique supplémentaire à 


payer par les souscripteurs serait : u f> [a in] — 44 i 


Dans le cas de’paiement de surprime, les sociétés mettent chaque 
année en réserve la réserve h la prime unique de l'assurance 
d'annuités. Après k aimées, celle réserve est donc : 



Calcul de la prime unique à payer par les souscripteurs dans le cas \ 
où les sociétés remboursent la différence des réserves des contrats à \ 
prime unique et à. prime annuelle , — L'annuité payable d'avance 



obtenue précédemment est 


dans le cas de la loi de l'exponentielle. 

Nous supposons que les tirages onl lieu en milieu d’année, 

La réserve d'un contrat après le k èïae tirage est égale à la réserve 
d u c o n l r a t i rn rn é d i a te m en t a v ant léché an ce de 1 a {/c —|— 1)* ” u: p ri rn e 
escomptée pour une demi-année, La réserve du contrat à prime 



IjL+i — iïï U + uJV/ 1 H (1.+ 0’ 'i 


La différence des réserves à rembourser est : 


^ (i + 4 h-i a ~ J ) (1 “h 0 2 


La valeur actuelle de tous les termes successifs analogues au pré¬ 


cédent donne la prime unique de l’opération complémentaire : 


il — ^ (i 4" *4 -h ) (l 4" i) ip k ç (l 4" f) ^2 X g* 

H = « X q (1 4- if* X ' ff" P* (i + i)T* L 1 + 

k =0 


Si l'on pose v — p (1 4- 1 } -1 on doit faire la somme : 



ou 


k=n- 2 v n-i ___ v k 


ici 2 V - 1 


On obtient 






















M. Goury (Bulletin de l'Institut des Actuaires, n n 77) a proposé la 
formule suivante pour le calcul de la prime unique complémentaire 
m \ a, ; — a xx ), a x annuité ordinaire de la loi de mortalité adopté, 
annuité sur 2 têtes suivant la même loi de mortalité. Avec les nota¬ 
tions que nous avons adoptées, la prime unique adoptée par M, Goury 
serait ; 


1 [' -= rr l 1 + «ô" 1; ' — (i + «ro" 1 ’)] 

ou i + al S 11 = 1 + /J 2 (1 -f i) ~ l + p 1 (1 -f i)~i 

+ ■ . + 

i -|- p v -[- p 2 ü- -4-. * . 4- p R ~ A u ît_1 



On aurait donc : 



Calculons la quantité a = 1 -|- — II en développant 

Nous avons : 

a ~ 1 -|- v -j- v 2 + . * , -f- y”- 1 


- <i i' + i)-* s p /; (i+i)- k (i+<y~ a ) 

lt-Q 

« =. I + » + u* -j- • ■ ■ + î>’‘“ 4 

— q (1 +i)-‘ (1 + u + u s 4- . . . -f ■ ü <“-->) 

— q (1 -)- ij- 1 p (1 -{-• i)- 1 (1 -j- v -j- v , . . + U 11-3 ) 

~7(1 + i)~' f (1 + t)" â (1 + « + ü + . . . + **->) 


— 7(14-0 ] jO"- 3 ( l -j- 


» = ’l+U+î> a -(- . . . -{- u 11 -* 

— 7 (1 + 0 _1 (1 + V -+- v 2 + . . , -|- u»-2) 

— q (1 -J- i) * v (1 -j- i) + u* -f- . . , -)- u“- 3 ) 

— 7(l + ï+ 1 t, a (l+u + t> a + . . . -j- t>»t—*) 


— 7 (1 -f- i) -1 u 11-2 
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a = 1 +p (1 + i)~*+ f- (1 + *)"* '-f p\ 1 + ï)~* +...+p» (1 + i)~n 
— <i f l + i )- 1 — p cj ( 1 + i) ■- 2 — q p 2 {1 + i’)" 3 + . . — q p"- 1 ( 1 + i )■<"-« 

—p q (1 -f- i)~‘- — ti ])- ( 1 -j- i)~ 3 -j- , . . —q p"'- f ! —|— ï)"*' 1 - 1 * 


-qv- (i + *r 3 


— ff p ^ 2 (i -f- 


Donc : 


* = 1 + (1 - 2?) (1 + tir' + P (1 - 3 î) (1 + i)~ 2 

+ p*(l—4g)(l+t)-«+ . . . + qr-' 1 (1 — n q) (1 -f 

Si l’on remplace 1 — 2 q par (1 — î'r’, 1 — l q par (1— q) 1 on 
oliLient nue nouvelle valeur de % 

a = i+p* ( i + i)-i+P , ( l + i)r* +. ■ 

+ (i + ï) -3 + * - . + p 2{>l ~ l) ( l + 

oc deviendrait donc égal ù 1 mais on voit que 


x - (1 + ®sr 1} ) = g 2 (1 + O -1 + g 3 (1 + *)~ 2 + q 1 (1 + O - 3 + • ■. 


Si Ton remplace 1 — lq par (1 — q) 1 V erreur commise est égale à 


I 0 4 i I 



Si q est petit, l'erreur est assez faible. 

La formule de M. Goury n*est donc qu'approximative et elle donne 
u n n o m bre un p e u t. ro p ta i h 1 e. 

Dans le cas du contrat de 15 ans {capital 1*000 francs) et d'un j 
2 

amortissement de * par an, oii obtienl les chiffres suivants : 

1000 

Par la formule rigoureuse 



1000 (1,035 — 0,998) 


et par la formule approximative 


(0,998) 15 (l,03S)~ ia — 1 (0,998) w (l,03Sr i5 — 1 

0,998 (1,035)’ 1 (0,998f(l,035 ) - - I 


J 
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La prime du contrat étant 50,18, on trouve pour II la valeur 
7*484 et fT la valeur 7,409. 

Les réserves successives se calculent par la formule : 

.,?(*+*) 1 ( . i J* /„ i. ..n-k-i 1 

IJ k — w X —| 1 ~r ® k — ( n — 4 J r 

7Va?ïj;/brwiGlion des cottJrafs. — On peut échanger un contrat 
contre un autre. Dans l'échange, la société devrait tenir compte au 
contractant de la réserve du contrat échangé. S'il y a k prîmes 
entières annuelles payées, et s'il s'est, écoulé À* années, la réserve 
du contrat ancien est V/,. La société devrait délivrer au contractant 
un contrat d’une autre catégorie libéré d’un certain nombre de 
primes, tel que la réserve du nouveau contrat soit a peu près X /.. 
La durée écoulée sur le nouveau contrat peut être déterminée 
approximativement par interpolation entre deux réserves annuelles 
voisines comprenant la réserve Y** 

Ordinairement, les sociétés opèrent d'une autre façon. Si le 
contrat, ancien est libéré de k primes annuelles, les sociétés déli¬ 
vrent en échange un contrat comportant une prime annuelle égale, 
mais pour lequel le contractant est exonéré des k dernières primes. 
De sorte que rechange donne une indemnité à la société ; en effet, 
au lieu de tenir compte de la réserve Y* du contrat, la Société lient 
compte au contractant de V* (1 + i)~ m , ni étant la durée du nouveau 
contrat. Si le contrat nouveau différait du premier par la prime, le 
capital assuré, la proportion des tirages, sa réserve après k primes 
serait V* ( la valeur d’échange de ce contrat deviendrait : 

V* (1 + i)~ m 

Or, on général, vÇ (1 + i)~ m sera toujours plus petit que Y/,. On 
escompte en somme la réserve du contrat échangé, ce qui diminue 
la valeur de ce contrat. 

Chargement des primes des contrais de capitalisai on. — Les 
contrats donnent lieu à des frais d'acquisition, ries frais (rencaisse¬ 
ment et (les frais de gestion, La commission d’acquisition F est 
connue ; elle correspond à une fraction de la première prime 
annuelle, demi-prime d’ordinaire ; on pourra la prendre égale à une 
valeur fixe. 

Les frais d’encaissement sont fixés en pour 100 de la prime brute 
annuelle ou unique 

Les frais de gestion, désignés par g y peuvent être fixés annuelle¬ 
ment à un chiffre connu, 
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On aura : 


n + F + , ? (i + Ç^) 

e 

1 — îüü 


To = 




e 

100 


Dans le cas du contrat de 1.000 francs payables en 15 ans 
(primes de 5 francs par mois). 

Si F = 50 francs, e = 5 (frais d'encaissement 5 °/ 0 ), g — 2,15. 

Pour le fractionnement par mois w if sera majoré de 2 7*; la prime 
mensuelle sera donc de 5 francs. 

Les formules ci-dessus s'appliquent évidemment, quelle que soit 
la loi de mortalité. Cependant, on peut dire que deux lois seulement 
sont à employer pour leur simplicité : la loi V. t =:N — x et la ioi 

vjp=#*v*. 

Les nombres N, p, V 0 sont déterminés par la nature même des 
choses, car il faut déterminer des conditions des contrats : valeur 
des capitaux assurés, primes mensuelles, durée de contrats, qui 
soient des nombres entiers simples. Aussi le contrat de 15 ans, à 
primes mensuelles de 5 francs, payable par 1.000 francs au boni de 
15 ans, ou par anticipation, s’est imposé par sa simplicité. 

La valeur des chargements sera donc imposée par la nature des 
choses le plus souvent. 


Choix d'une loi de mortalité pour le problème de capitalisation . — 
La loi choisie doit avoir une mortalité faible, car V amortissement 
anticipé se fait au moyen des primes spéciales de l’assurance tem¬ 
poraire, dont la valeur ne peut être exagérée si Y on veut que la 
prime totale de la combinaison ne soit pas trop élevée. Dans le cas 
de la loi de l'exponentielle appliquée au contrat de 15 ans, on ne 


4 

peut guère dépasser une proportion de par année sur les titres 
en cours. Les différents taux étant égaux dans cette loi à il faut 


que N soit suffisamment grand, N varie de 250 à 500, 

Une société ne peut donc tirer sur les titres en cours que lors¬ 
qu'elle a au moins N titres en cours. 


1 

La loi de Moivre, dont les taux de mortalité successifs sont 



N —1 K 


donne une mortalité croissante plus rapide que la 
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loi de l'exponentielle. Aussi pour ne pas avoir une prime trop forte, 
on peut choisir N plus grand dans la loi de Moivre que dans la loi de 
P ex po rient î elle. 



La loi de l'exponentielle est représentée par une exponentielle 
partant d'un point A tel que O À = N, 

La loi de Moivre par une droite parlant de A (0 A ü= N) et coupant 
taxe des x en B, tel que O B = N, 

Les deux courbes de mortalité ne sont cependant utilisées que 
sur une petite portion, celle qui est comprise entre 0 V et la paral¬ 
lèle n B' à O Y, telle que O n = n durée du contrat, n est toujours 
très petit par rapport à N* 

La loi de l'exponentielle es! représentée par la courbe y = N a 37 
[a < 1), La loi de Moivre par y = N — x . L'exponenüelie est tou¬ 
jours au-dessus de la droite de Moivre. La langente en A à l'expo¬ 
nentielle est au-dessus de la droite de Moivre, 

Parmi lés courbes y — N — f{x) la seule acceptable en pratique 
est celle pour laquelle f(x) — x. C'est la loi de Moivre. 

Si Ton prenait f(x) — x-, f (x) = œ (x -j- i), f [x) x (x —* 1), la 

mortalité serait trop rapidement croissante. La fonction f[x) doit 
croître, mais très peu rapidement- 
Si l’on cherche parmi les courbes y = N /'(æ), il faut que fix) soit 
une fonction décroissante. La fonction y — N a x est acceptable. Les 

fonctions y ~ ^ ^ qui sont des hyperboles, donneraient lieu à 

des taux de mortalité décroissants et ne pourraient être utilisées 
pratiquement. 

En partant directement des taux, annuels de mortalité, on est 
amené naturellement à prendre la suite des taux constants sous la 

forme q^ — ~ de même, on considère q x = ^ ^ 









III 1 

donnant q ü — x q K = 7 ——j q % — —. Si l'on prenait q x — ; 

011 voit que les taux décroîtraient. Si I 011 prenait q x — ~ on aurait 

. i 2 n 

la suite r/ 0 — 0, q s — ^ q. 2 ~=- , , . q ft = ^\ Les taux croîtraient 

en progression arithmétique. La mortalité serait trop rapide. 

La loi de Y exponentielle et la loi de Moivre, qui sont les deux lois 
pratiques, donnent sensiblement le même amortissement, les 
mêmes primes. Le taux de mortalité constant de rexponentiellc 

étant faibleon a sensiblement p- — (1 — q) 2 — i — 2 //, 

P z = (1 — # = * — ■ ■ - , p u = (1 — q) a = 1 — nq. 

1 

Si q — — au début de la loi de Moivre et de la loi de l’exponen- 

\ 9 n 

Délie, on voit que = i — —, p- —1 — p n = 1 — Les 

probabilités de vie de l'exponentielle après 1 an, 2 ans, . . ., n an¬ 
nées sont donc sensiblement égales aux probabilités de vie de la 
loi de Moivre. 

Si q a une valeur assez grande, la loi de l'exponentielle à une mor¬ 
talité plus faible. Lite donne lieu à une annuité plus forte que la loi 
de Moivre. 

Capitalisai ion à tenue fixe . — On peut imaginer une opéra l'ion de 
capitalisation analogue à la terme tixe en assurance sur la vie. Ce 
serait une opération dans laquelle les titres sortis aux tirages ces¬ 
seraient de payer les primes et toucheraient à l’échéance le capital 
assu ré. 

La formule est immédiate pour la prime annuelle : 

(l + j)-n 

1 + 0 ^ 

C — Pq + H + ’ * ■ + l J o 1 K — Pb P\ ‘ ‘ - V "~ 1 (* + *)“" 

On peut choisir une loi de mortalité quelconque, discontinue. On 
peut adopter la loi de Moivre V. r = N —- x ou la loi de l’exponen¬ 
tielle Y x — p æ V, pour les valeurs entières dear. La prime de la terme 
dxe est inférieure à celle de la mixte pour le même taux de mortalité ; 
on pourrait donc se constituer un capital déterminé à une époque 
fixée d'avance avec des primes moindres. 

On pourrait encore, comme dans la mixte, faire des amortisse¬ 
ments par séries; le calcul des réserves, des réductions, des rachats 
des primes fractionnées est le même que dans la mixte. 

Dans le cas du taux de mortalité constant (loi de l'exponentielle), 




























BHBER&QSi 



i I l~(i + i)-M , „,,1 

-(»-#) Ll-H)“” 4 *J 

Nous avons rencontré l’assurance d’amortissement dans le cas 
de l'opération complémentaire pour le remboursement des primes 
restant à payer sur un contrat de capitalisation sorti an tirage au 
sort. 

Les Sociétés pourraient réaliser ropération suivante : les adhé¬ 
rents paieraient au commencement de chaque année, pendant 
n années, 1 franc, plus la prime annuelle de r assurance d’annuités. 
La Société paierait aux contractants la valeur des francs capitalisés 
pendant n années, soit 


(1 + i) 


(i+iT-1 


L’assurance d’annuités, pour ceux des adhérents dont les titres 
sortiraient aux tirages, les couvrirait du paiement de l'annuité de 
1 franc restant à payer jusqu'à la lin des n années. Les adhérents 
pourraient aussi payer 1 franc par mois et une prime d’assurances 
d'annuités fractionnée par mois ; on considérerait alors des annuités 
fractionnées. 

AÜjhrance temporaire de capitalisation , — Capital différé par ta 
capitalisation. — Les deux combinaisons envisagées ont, dans la 
capitalisation, une signification évidente. Leur combinaison formé 
l'assurance mixte, qui est la combinaison réalisée par les Sociétés. 
Biles n’ont pas d’intérêt prises séparément. 
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Chapitre 11 


Opérations de capitalisation à tirages mensuels 
avec paiement de primes mensuelles 

{Méthode de tirage sur les titres en cours) 


Dans les sociétés importantes ayant une grosse production on 
peut procéder à des amortissements mensuels; bien entendu, le 
taux d'amortissement sera 12 fois plus petit que le taux fixé dans le 
cas de 3 amortissement annuel, La proportion des amortissements 
anticipés étant naturellement très faible, les 12 amortissements 
annuels ne peuvent amortir plus de titres proportionnellement 
qu’un seul amortissement annuel, sans cela il faudrait demander 
aux souscripteurs une prime annuelle beaucoup plus importante. 

Le problème posé est analogue au problème résolu précédemment 
dans lequel la prime était annuelle el Y amortissement était effectué 
en milieu d’année; il suffit d'adopter les mêmes formules en prenant 
pour période le mois au lieu de Cannée, pour taux de capitalisation 
le taux mensuel équivalent au taux annuel précédemment adopté, 
La durée du contrat devient 12 n au lieu de n. 

Nous poserons les formules du problème dans le cas de la loi de 
Lexponentielie et de la loi de Moivre, 

Loi de Vexponentielle ou taux de mortalité mensuel constant : 


i 


j = (1 + *)« — 1 Si i = 0,035 j 0,00287 



i _t_ _ ff lan (*+j) nn ~i 

P (* — 1 


ï + ~ 


Le taux de mortalité q sera pris égal à le taux annuel antérieur 


ü tan L de 


10ü0‘ 

Les réserves successives du contrat à la fin de chaque mois sont 
données par les formules : 
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Pour k — l% A = 2x12, k = 3x12, on obtiendra les réserves 
après 12 périodes, 2 x 12 périodes, c'est-à-dire les réserves après 
un an, deux ans, etc.. * 

Entre deux réserves annuelles consécutives \ r et Y r+1 existe la 
relation (dans le cas de la loi de l'exponentielle) : 


i 

Vr+i ~ +i)- 1 



ir^Ml+Çt-cd + iO 

1—p(l^'i) w 




qui se déduit de l’égalité suivante qui est immédiate : 

v„ + H [i +p (i+*)^ +-.-•+ p" a+*)dl] 

r 1 

= G lq (i + i) “+Pî(H *) 12 * + ■ ■ ■ 

+ p H q 0 + i) -2 ” 5 ] + p' 2 0 + *) " 1 v 


ct est la prime mensuelle calculée précédemment. 


Loi de Moivre. — On amortit 12 litres par an, ou 1 titre par 
mois, mais le nombre N de la nouvelle formule V, E ~ N ■ x est 
pris 12 fois plus grand que le nombre précédent du problème à 
amortissement annuel. Ainsi, au lieu de prendre N = 500, on 
prendra N = 0000. 

Les annuités £xJJ a,lh et ajj 2 ’* ■*' s’obtiennent par les formules : 




i-(i+i)- ian 

j 


R — (t'+j) 12n I%n(i -fj)- 12 ' 1 - 1 ] 

nj L i J 


a®'- 1 » = a* 12 ” 1 


N —12 n 
N 


(l+j)- ,2n 




Les formules de la prime mensuelle d'assurances mixtes étant 
données par : 

\i — j af n — Po ia " J ] (4 +jP + P?" 

= " i _p a ^n-lï 

Cette formule suppose L amortissement au milieu du mois, le 
paiement delà prime au début du mois. 

Les formules plus haut se simplifient, car on peut remplacer 
partout ( i +jy nn par (1 + ï)~ n . 

La formule de récurrence pour le calcul des réserves devient dans 
le cas de la loi de Moivre : 

• __ ( N — k) (S A + CT)(l+i)-(i+J> 

b *+i — N — k — 1 
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On pourrait aussi résoudre le problème proposé par rétablissement 
d’une table de commutation en prenant le mois pour période. On 
calculerait les quantités IV N*, (V M. ri pour toutes les valeurs de n 
depuis 1 jusqu'à 12 n. 

Si la durée du contrat est de 15 ans, n variera de 1 à 12;x io = 180, 
La prime u> m sera donnée par la formule : 


^ — Mi2n -f- D«» 

fit — -—-——- 


Les réserves successives par la méthode prospective seraient 
données par la formule : 



La réserve V* est la réserve à la fin de la k im,b période. Le taux 
mensuel adopté sera comme plus haut le taux j équivalent au taux 
annuel i. 

Dans le cas de l'amortissement mensuel {au milieu de chaque 
mois) les séries seront formées par les titres placés du milieu de 
chaque mois au milieu du mois suivant, c’est-à-dire après le tirage 
d amortissement effectué au milieu d'un mois jusqu au prochain 
lirage qui a lieu au milieu du mois suivant. Une société opérant 
ainsi constituera donc 12 séries par an, chacune devra comprendre 
environ 6000 titres pour qu’on puisse amortir d’une manière continue 

2 1 

en adoptant le taux ordinaire de par an, ou par mois. 

Le procédé ne peut donc s’appliquer qu’à une société déjà 
ancienne et produisant à peu près 72.000 litres par an. Au début 
d une société, on pourrait, pour faciliter les tirages confondre en 
une seule les six premières séries, puis les six suivantes; il n’y 
aurait ainsi que deux séries par an. Ce procédé créerait des inégalités 
entre les divers titres, mais permettrait de tirer dès les premiers 
tirages et d’une manière ininterrompue. 

Pour calculer une prime annuelle équivalente aux 12 primes 
mensuelles u m calculées comme précédemment, on appliquera la 
formule 

~ U m [l + p (1 -f- i)~n -j- p' 2 (1 4- î) — Î2 -|- , . - + JÜ H ( l + iflî] 

dans le cas de la loi de l’exponentielle. 

La prime unique correspondante serait : 


n -?(HiHx 


P i2,t { i — i 

p{i+3)~ A -i 


4" p {2tl (î 4 j)~ i2n 














r 
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. . . -, 1 } )l '“ “H *; ” ^ J_ j, I2« '{ I « 

on 11 = q (1 H-JJ a X p ( l+ j) ■ — 1 + > J • + 

f ) -if) 12 "( 1 + l )“"- 1 / «\ 

“=|(‘+^ x rrt-— 

(‘-b) (‘ + ir «^ 1 

Dans cette dernière formule> les calculs sont effectués au taux 
annuel » f le taux d'amortissement adopté est de^au lieu de q an¬ 
nuel, la durée du contrat est n» 

Le rapport — ci-dessus s'écrit : 


G a 


p ia (1 i) 1 — i 


p (1 -j- i) 2 - 1 

il se calcule ainsi en fonction du taux i annuel et du taux annuel 
d’amortissement q. 

Dans le cas de la loi de Moivre, la prime 11 unique équivalente aux 

r j , , _ ■ _■jj j ■i 

primes est égalé a : n* m (i + )* 


ns»i_ 1 — (1 + 0 " 

Un —“ 


(1 + f-Jia 


i l -j- i)|2 — 1 N ! 1 + ^)i2 

■i —(t + iy a 


X 


X 


[: 


.(1 


-12«(l+ij-*(l + iy~k 


<iïn-\> 

a o 


— u; 




N — 12 n 


N 


(i+»)-« 


Pour retrouver la prime annuelle pure correspondante aux primes 
mensuelles, il suffit de diviser II par l'annuité 1 +«#' 0 qui est 
égale à : 


i + 


N — la 
n 


(1 -j- i) -1 4 


N — 2 X 12 


N 


(l + i)-*+. . . 

+ N -i 2 („- 1) ( ,+ 

C’est la prime calculée clans le cas de l’amortissement annuel unique. 

Calcul des primes trimestrielles ou semestrielles équivalentes aux 
primes mensuelles. — Dans le cas de la loi de l’exponentielle, on 
peut calculer ct< prime trimestrielle par la formule: 

T7>t = u m [i +p (14-*) _ iâ 4" P 3 (l 4- 0 - ëU 

p probabilité de survie à un tirage mensuel . 
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Ou a donc : 


&t _ p ( [ +*)~e — J 
7ÏÏ '“ P (1 + Î)~k — i 


La prime semestrielle se déduirait de la prime mensuelle par la 
formule : 


g, (i + ^-i 
' p (1 + i) k — 1 


Dans le cas de la loi de Mo ivre, on peut calculer la prime trimes¬ 
trielle ou la prime semestrielle, en divisant la prime unique 11 ob- 
tenue précédemment par b annuité trimestrielle ou l'annuité semes¬ 
trielle . 

Ces annuités seraient calculées par les formules, ordinaires : 




La valeur de ces annuités se calcule facilement. 

Dans le cas de la loi de l'exponentielle, on remarquera que l’on a 
entre les différentes annuités fractionnées les rapports suivants déjà 
écrits plus haut : 


1 4- «la _ (l + t'hê — i 
t H - a j P (t “{- i)"ïa — t 


1 +*„ _ p'*{l + iY -'-t 
1 + a \ p (1 -M )~~12 — 1 


1 a i% _ v is (f 4" ? ~) 13 — i 

1 + « 2 p (1 + i)~k— 1 


Remarqué^ — Dans le cas où l’amortissement mensuel est le dou¬ 
zième de 1 T amortissement annuel précédemment envisagé, on peut 
adopter les mêmes primes uniques et annuelles que dans le cas 
de Vamortissement annuel. 

Dans le cas de la loi de Moivre, on a les valeurs ; 


(i + ij-ll+i )- 1 
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Dans le cas de la loi de l'exponentielle : 


n = q (1 + *K [i + fl? "] + P” (1 + i)-' 



Dans le cas d’un amollissement en k fois par an, le taux, étant l 

th 


a chaque tirage, les formules donnent une prime suffisamment 
exacte* 

Dans le cas où la durée de paiement des primes est inférieure à 
la durée de capitalisation, on calcule la prime unique H en se ser¬ 
vant d une annuité de durée égale a la durée de capitalisation* On 
envisage en outre l'annuité de paiement des primes de durée égale 
à la durée de ce paiement. 

Ce problème se résout ainsi par la formule fractionnée comme 
ci-dessus* 

Exemple : Contrat de 15 ans amortissable par 1.000 francs en fin 
de période ou par 12 tirages au sort mensuels (tirages au milieu du 

mois)* Proportion d'amortissement à chaque tirage mensuel. 

La prime brute annuelle du contrat est fixée a 72 francs payable 
pendant il ans, une 12 e prime annuelle supplémentaire de 61 francs. 

Le contrat peut être également libéré : 1° par le paiement de 
24 primes semestrielles de 36 francs et une 25 e de 1 franc ; 2° par le 
paiement de 48 primes trimestrielles de 18 francs et une 49* de 
7 francs. 

La prime mensuelle est fixée à 6 francs pendant les 145 premiers 
mois (12 ans et 1 mois), une 146 e prime de 5 francs est également 
payable. 

Il s’agit de calculer les différentes primes pures du contrat sachant 
que le chargement est uniforme pour chaque catégorie de primes, 

La prime unique pure II du contrat s’obtient par la formule : 



+ 1000 ( 1 -2^ô) 1M (r°3S)- 16 
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L'annuité payable d’avance permettant d’obtenir les prîmes 
annuelles s’obtient par la formule : 


1 —j- Æ j — 1 


(i-œïW-i » 


i y 2 

_1 (\ n: 


24007 


(1,035)- 1 - i 


Il / 1 Y 

~^{1,03ü) 11 ( 1 ~ 2400) 


j \ 12x11 


L’annuité semestrielle payable d’avance serait de même : 


i + o z 


(* 


J_Y 


(l,035)-f— j 


2400/ 


(H*®) (1 ’ os ‘ > 


SH — 4 


^ (1,035)—( l 


2400 


| \6x24 


L’annuité trimestrielle serait : 


1 -(- a tf 


2400 


1 

;j (1,035)- 




— ^ (1,03B)-t (i 


Y \3x4S 

J 2400/ 


L’annuité payable mensuellement et d’avance serait : 

\m 


1 + 


/ a \ 

\ l -mô) (WHf-i \ 


i 1 240o) ^ ’ 


g (l,03o) ,o (l 24üû 

1 


i VHS 
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Chapitre: III 


Opérations de capitalisation à tirages trimestriels 
avec paiement de primes trimestrielles 

(Méthode de tirage sur les titres en cours) 

On peut procéder à des tirages trimestriels en adoptant un taux 
trimestriel quatre fois plus petit que îe taux annuel que nous avons 
précédemment indiqué. Les amortissements se feront en milieu de 
période et les paiements de primes au début de la période. 

Le problème se résout par des formules analogues à celles du 
contrat à prime annuelle et à amortissement annuel; le trimestre 
devient la période de capitalisation, le taux de capitalisation est. le 
taux trimestriel équivalent au taux annuel i précédemment adopté. 
La durée du contrat devient An au lieu de n. 

Dans le cas de la loi de l’exponentielle 



2 ^ J + <*- ij 




*t = q[i +;)-> + 


2 1 


Le taux de mortalité trimestriel sera pris égal 
. . . . 2 


lgal 4 X 1000 011 2000 1 


le taux annuel antérieur étant de on prendra p = i — q. 

Les réserves successives du contrat à la fin de chaque trimestre 
seront données par les formules : 



Pour k k = 2 X 4 ? . . ., A = :t x 4, on obtiendra les ré¬ 
serves après 4 périodes, 8 périodes, c'est-à-dire après un an, deux 
ans. 

Dans le cas de la toi de Moivre, ou amortira 4 titres par an, un 
par trimestre ; le nombre N de la formule Y x = N —x est pris quatre 
fois plus grand que dans le cas de ramortissement unique en milieu 
d'année. 

Au lien de N = 500, on prendra N = 2000. 













Les annuités a^ n \ aï£ n i] s’obtiennent par les formules : 


_ ^H+JTl „ l+l p-(*+!)-*: _ 4 «(i +#-*- -1 

a ” - j Nj !_ j v " J 

La formule de récurrence appliquée au calcul des réserves dans 
le cas de la loi de Moivre donne : 

q „ (K-*)(S* + n)(l+j)-(l +jj 

h * +< “ N — k — 1 

On pourrait aussi résoudre le problème proposé par des commu¬ 
tations trimestrielles* Les quantités D. r , N*, G*, seraient calculées 
pou r te i u te s les val e u rs cl e x , de J j u s q u ' à n . Si la d u rcc d u co n Ira t 
est de 15 ans, n variera de 1 à 4 X la = 60* 

La prime vst sera donnée par la formule : 

M 0 -M 4ft + D 4rt 

*“ N 0 — N JB 

Les réserves successives par la méthode prospective seraient 
donnés par la formule : 

M* —M4 B + è* _ N* —N te 
V *~ D* '"“D*" 

le taux trimestriel adopté serait le taux équivalent au taux annuel L 
On aurait : j — (1+ i)i — 1* 

Dans le cas de r amortissement trimestriel, les séries seront 
constituées par les litres souscrits du milieu de chaque trimestre 
au milieu du trimestre suivant* Une société opérant de cette façon 
constituera donc quatre séries par an, la 5** étant commencée en 
fin d'exercice. Pour qu’on puisse amortir à raison de deux litres 
sur 1.000 par an, il faudra donc que chaque série comprenne au 
moins 2,000 titres* 

Calcul d'une prime annuelle ou unique équivalente aux quatre 
primes trimestrielles* — Dans le cas de la loi de P exponentielle, on 
appliquera la formule : 

E> a — t | 1-h/d’l-j- i)~l^rp 2 fl + *)“ a P s (1 ~h i)-ï] 

La prime unique correspondante serait: 

\ n An fl -U îV 4,i — 1 
H = g (t+J>fX y ( 1 +j) j — i “ + 
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Dans ceüe formule, les calculs sont effectués an taux annuel i , le 


taux d’amortissement adopté est au lieu tic q annuel; la durée 
du contrat est n années* 



p(i+0-î-i 


Ûn peut révaluer en fonction du taux i annuel et du taux annuel 
d’amortissement* 

Dans le cas de la loi de Moivre, la prime unique équivalente aux 
primes u t est égale à ■ £0 [ 1 ~h a o } 



i - a + o " (i + 4 

(t +^- l N [ l + i)l-l] 




X 


Pour retrouver la prime annuelle pure correspondante aux primes 


trimestrielles, il suffit de diviser II par l'annuité 1 -{-a* \ qui est 
égale à: 


N 




(1 + i)- 


Celte annuité a la même valeur que l'annuité étudiée dans le 
cas de l'amortissement annuel, puisque N est i fois plus grand que 
dans ce cas. 

Calcul d’une prime mensuelle équivalente aux primes trimestrielles* 
— Dans le cas de la loi de l'exponentielle, on pcul écrire la relation 
suivante entre la prime trimestrielle et la prime mensuelle : 


^ — U, 


m 


[i + (i + i) i2 -j-p (i ■+- *)“«] 
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Chapitre IV 


Opérations de capitalisation comportant plusieurs tirages par mois 


(.Méthode de tirage sur les titres en cours) 

Quelques sociélés réalisant des opérations comportant plusieurs 
tirages par mois, nous donnerons un exemple de calcul des primes 
et des réserves d'un contrat de capitalisation correspondant à ces 
opérations. 

Supposons un contrat de durée m (in années) donnant lien à « 
tirages par mois, les tirages élant supposés effectués en début de 
période. Soit q la probabilité d’amortissement d’un titre que nous 
supposerons constante (loi de l'exponentielle), p la probabilité de 
vivre après le tirage (p — 1 — q). 

U primé unique II pure d’un tel contrat sc calculera par la for¬ 


mule : 


(l-î)î , i gtt-q ) 1 1 

" “~ m ï \ . , .. 3 ”r * * ■ i . , î 

(1 H- i)îiTi (1 ~h 1,1 + <l ) ^ 


(1 — g)'*® 


! , -v 

i l -J- l) 12ji 


En posant : 

Il. = q (1 + v v 1 + . 


p (1 + i)“ï4 = » 

j _. ÿ\2rtm 

. -j- _|_ v * 2 "" 1 = q — i _ ~ -h O 12 '"" 


La quantité —^ —— est l’annuité payable d’avance correspon¬ 
dant aux primes payables n fois par mois, immédiatement avant les 
tirages d’amortissement. 

Si nous désignons par a,,, t la prime payable n fois par mois, ou 
1 fois par an, nous avons la relation : 


1_ yiîmti 

n — TS^a X ,| v ' 


Si Ton désigne par gî 12i gt 4 , n> 2 , cr, les primes mensuelles, trimes¬ 
trielles, semestrielles et annuelles du contrat précédent, on aura les 
relations immédiates : 

1 _ yi2tnn 

Il — GJ 42 X ï v a. 

j _ 

n = ^x | v ?> f r 

| _ 

n = tïï 2 x | v &,r 
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La réserve après k périodes s’obtient par la formule 


is 



Si l’on prend k = 12ra, on obtiendra ia première réserve annuelle* 
Si k — /n, on aura la réserve écoulée après /'mois écoulés. 


rs 

es 


k — {/‘-j-1 )n la réserve après (/'-j- 1) mois 


On peut évaluer seulement les réserves mensuelles en supposant 
les primes mensuelles; on a alors, entre deux réserves mensuelles 
consécutives, la relation : 


n 


1 — v 11 


1e 


ïfy+i X v ïl = R r + ct 4 3 — q i __ v 


i s 


le 


Posant 


q -— t } 

1 1 — v 



DÈB 

îh" 




îl¬ 


es 


Calcul de la commission d'acquisition restant à amortir après f mois 
ou k années (A f ou À*). — L’application immédiate d'une formule 
précédente donne : 


1 —. { _ v [12m—f)n 





£ _ yÎ2ira(ira— h 


|_ ^2tnn 


es 


Ces formules supposent les primes payables à raison de n fois 
par mois* 

Si dans les formules précédentes on fait n = 4, on obtient les 
formules concernant le contrat ayant 4 tirages par mois* 
q; v , 365 

i on prend n = on a le contrat à prîmes et tirages lieb- 

1Z JX / 

domadaires* 
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Chapitre V 


Méthode de tirage sur les titres émis 

La méthode de tirage sur les titres en cours exposée dans les 
chapitres précédents était, la plus naturelle, la plus comparable aux 
opérations d'assurances sur la vie, elle s'imposait à l'esprit. Mais 
quelques sociétés, qui veulent dès le début de leurs opérations, 
rembourser des titres par tirages anticipés, en ont adopté une autre 
que Von désigne généralement sous le nom de méthode des titres 
émis. Une application de cette méthode à la loi de mortalité de 
Moivre a été donnée par M, Goury, ancien secrétaire de VInstitut des 
Actuaires fôânçais, dans une communication à Y Institut parue dans 
le Bulletin (n° 77, juin 1909}. Les formules donnant les primes sont 
les mêmes que celles que nous avons données précédemment dans 
le cas de la méthode de tirage sur les litres en cours. L'opération de 
capitalisation est toujours une assurance mixte composée d'une 
assurance temporaire en cas de décès jointe à une assurance de 
capital différé. L'assurance temporaire (cas de la loi de Moivre) 
amortit 1 titre sur N à chaque tirage que Ton peut supposer effec¬ 
tué en milieu d'année ; si le contrat à une durée «, il reste en vigueur 
à la fin des n années, 3N — » contrats qui sont remboursés; la loi de 
mortalité est donc telle qu'on amortit 1 contrat sur N au premier 
tirage, 1 contrat sur N — 1 au deuxième, et ainsi de suite. Mais au 
lieu d’adopter cette loi de mortalité, exprimée par la formule, on en 
adopte une autre déterminée par le mode de tirage ; ceüe méthode 
diffère peu évidemment de la loi de Moivre, mais elle donne lieu à 
des écarts sur celte loi. 

Voici un exposé de cette méthode : le nombre de base est N. Au 
moment de l’émission on place dans une roue à étuis un nombre 
de numéros égal à N ; on tirera un numéro de la roue au premier 
tirage et on amortira le contrat portant le numéro correspondant; 
le titre pourra être simplement émis, mais non souscrit; il pourra 
être racheté, résilié, dans ce cas la société ne le paiera pas. S'il est 
souscrit la société paiera le capital assuré par le titre. 

Mais au moment du premier tirage la société pourra ne pas avoir 
émis entièrement le nombre N de titres ; tout se passera cependant 
comme si elle avait émis ce nombre. En tous cas, le numéro sorti 
au tirage est retiré de la roue. Si le contrat de numéro correspondant 
n'était pas émis au moment du tirage, il ne le serait plus. 

Si au moment d'un tirage plusieurs tranches de N titres sont 
émises on désignera comme suit les titres à amortir ou à ne plus 
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émettre. Si le sort désigne le numéro X compris entre J et .N (X es! 
le nombre sorti de la roue) on amortira les litres ayant les numéros X, 
X + N, X + 2N, X -f- ^ N, X -(- p N, dans toutes les tranches. 

A chaque tirage, on retirera de la roue le numéro X tiré, ce qui 
semblera réaliser la loi de mortalité de Moivre ayant le taux de 

mortalité q Q = i au premier In âge, q f ^ au deuxième tirage, 

et ainsi de suite. Mais comme les tranches de N Litres émises 
contiennent des titres résiliés, non souscrits, les titres sortis ne sont 
pas tous payés. La loi de Moivre s'appliquerait rigoureusement si 
les N titres de la première tranche ou des tranches suivantes étaient 
tous souscrits et en vigueur au moment des tirages, mais il n’en est 
jamais ainsi. 

La mortalité vraie sera donc différente rie la loi de Moivre. Elle 
dépendra des titres résiliés dans les tranches, ou rachetés, ou non 
souscrits. Les écarts de mortalité ne peuvent être connus d’avance. 
L’avantage du mode de tirage sur les titres émis est que la désigna- 
lion des numéros à amortir et la proportion de ces titres à chaque 
tirage est pour ainsi dire automatique et d'une grande facilité. Elle 
ne donne pas lieu à des reporJs de reste. La méthode est réalisée 
avec une roue h étuis contenant N numéros, roue scellée au début 
des opérations. Il y a toute garantie sur la sincérité des opérations. 
Mais un grave inconvénient de la méthode a été signalé par 
M. A char d (séance mensuelle de l'Institut des Actuaires français du 
Li avril 1909), c est le suivant : il sort au tirage des numéros qui ne 
correspondent pas a des polices existantes et il n’est pas permis aux 
contractants de vérifier le nombre des titrés amortis réellement. 
Les contractants, en effet, ne connaissent pas le nombre des titres 
en cours ni le nombre des titres réellement remboursés ; il ne leur 
est donc pas permis de vérifier la valeur des opérations. Les sociétés 
qui ont adopté cette méthode publient de longues listes de titres 
sortis au tirage, mais sans indiquer les titres réellement placés et 
remboursés et te public ne connaît pas la proportion des titres 
remboursés, 

LcL inconvénient n existe pas dans la méthode d'amortissement 
en proportion des Litres en cours, qui indique le nombre de titres 
en cours au moment de chaque tirage et la proportion qui doit être 
amortie réellement. 

Le nombre iN de base choisie ne doit pas être trop grand puis- 
qu il faut placer les N titres aussitôt que possible. Mais, d'un autre 
coté, i! ne peut être choisi trop petit non plus, puisque la proportion 
des amortissements anticipés doit être faible si l'on veut que la 
prime pavée ne soit pas trop élevée. Dans une société qui amortit 
un contrat par mois dans te cas du contrat de ib ans amortissable 

16 





par 1.000 francs, nous avons vu que la méthode des titres en cours 
11 e permet pas d'amortir beaucoup plus de 2 titres sur \ .000 par an. 
En employant la méthode d'amortissement sur les titres émis, on 
ne peut donc amortir plus de I titre sur 6.000 par mois ; il faut donc 

. 4 

que N soit voisin de 6.000. S'il était possible d amortir j- (J0 par 

année, N devrait être voisin de 3.000. Comme tous les tirages ont 
lieu tous les mois, il faut, dans ce dernier cas, que la société place 
3.000 titres par mois pour que la méthode puisse s'appliquer sans 
qu'il y ait de trop gros écarts de mortalité. 

Un inconvénient de l'application de la loi de Moivre à la méthode 
d’amorlissement a été signalé par M. Goury (voir Bulletin n° 77, 
juin 1909) : <r Les calculs effectués supposent que les N bons choisis 
comme base des tirages sont souscrits à une date identique ; en 
réalité la souscription reste ouverte pendant une durée déterminée; 
il est toutefois procédé aux tirages aux époques stipulées par les 
contrats ; il en résulte que les derniers souscripteurs des litres d'une 
série donnée sont avantagés si on les compare à ceux du début, 
puisque pour eux le chiffre réel pris comme base des tirages se 
U ouve diminué du nombre des numéros déjà sortis et que cela 
augmente d'autant la probabilité des remboursements anticipés a. 

« L’avantage signalé est obtenu aux dépens de l’entreprise 
émettrice. » 

Pour remédier à cet inconvénient, M. Goury propose de choisir 
une base initiale leile que les tirages la ramènent exactement a N 
quand le temps écoulé depuis P ouverture de la souscription a réduit 
sa durée de moitié. Si la durée de souscription correspond à /y 

V t ! 

périodes d'amortissement anticipé, la base effective sera N += N,, 


N, étant un nombre pair. On place donc numéros dans la roue 
bien que le calcul des primes ait été effectué sur N litres. Mais cette 
correction désavantage les premiers titres placés et ramène l'amor¬ 
tissement à sa valeur exacte pour les derniers ; elle ne corrige pas 
la différence de valeur des titres, c'est pourquoi pour maintenir 
la comparaison entre les litres il faudra que la période de place-1 
ment soit aussi petite que possible. Elle ne pourra guère dépasser 


4 ans. 

11 faut donc imposer, dans le cas ou l'on emploie la loi de Moivri 
avec la méthode des titres émis, une limite à la période de place¬ 
ment des titres. Les titres placés pendant celte période formeront 
une série qui pourra comprendre plusieurs tranches de N titres.! 
Chaque série aura sa roue distincte. 11 est à remarquer que la 
dernière tranche de la série sera généralement incomplète, elle 
pourra donner lieu à des écarts de mortalité. 
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^pp/icaf/on ^ la méthode de tirage sur les titres émis à la loi de 
Vexponentielle. — La loi rie l'exponentielle est V* = p r V ir 

Le taux de mortalité annuel est constant; on a £ ^- = 1 — p— q 

d ü nombre de décès dans la première année, Y 0 nombre de vivants 
an début de l'année. 

On a donc d i} = ÿ\y On peut déterminer V„ de sorte que ÿ & V 0 =: J. 


Donc y — 

' ri 


1 

î\ ' 


Si l on part de N titres au début el que Ton prenne l'unité comme 
décès dans la première année, le taux de mortalité est constant et 

égal à ^r, La probabilité de vie annuelle est 1 — A ’ 

Le nombre des vivants de la table de mortalité est le suivant : 


V 0 = N 



Ün pourra placer dans une roue à étuis N numéros, A chaque 
tirage on tirera un numéro de la roue, mais en le remettant aussi loi 
après le tirage, de sorte qu'il y aura toujours N numéros dans 
la roue. 

Le numéro sorti fie la roue étant X, on amol lira parmi les titres 
émis par une société tous ceux qui porteront les numéros 

X,X+N,X+2N,X+3N, . X+KN. 

Les titres non placés, résiliés, rachetés, ne seront pas remboursés 
par la société. 

Les formules donnant la prime unique et la prime annuelle d’un 


contrat 



sont les suivantes : 


n = 5ï(l + i)-. 


(‘ - Q" t 1 + i) -- I 

(*- s) f + 'V-« 
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ci 


1 , , i 

v ( 1 4 0 2 


-+0- 


/ ' 1 \ n 

(i + i) H -1 


Ün remarque qu’il y a toujours x\ : Litres dans la roue, la probabilité 

1 

de sortie d'un litre donné reste toujours -- a chaque tirage. Mais on 

peut retirer des titres déjà sortis puisque Ton remet les numéros 
dans la roue; on peut tirer des litres non souscrits, déchus ou 
rachetés. La loi véritable de sortie différera donc de la loi de 
l'exponentielle. 

Si les tirages ont lieu mensuellement, il faudra donc prendre K 
égal à 3.000 ou 0.000, suivant que la probabilité possible d'umor- 
2 4 

Lisseraient sera de ]{m ou par an des titres en cours. 

L'inconvénient signalé précédemment en appliquant la méthode 
des tirages sur les Litres émis à la loi de Mo ivre n’existe pas quant 
ou rapplique à la loi de l'exponentielle. Il n’est pas nécessaire dé 
modifier la base des tirages, ni de limiter la durée de l'émission des 
titres, car les litres ont une valeur indépendante de fâge, il suffit 
que les primes payées pour chaque contrat tiennent compte du 
temps écoulé entre la date d’émission et la date du premier tirage. 
Si les tirages ont. lieu tous les mois, cette dernière correction est 
négligeable. Pratiquement, tous les titres pourront participer aux 
tirages avec la même probabilité de sortie. 


E t u de de 'la i n ort a H iê e ( d e se s ë e ait s dans la mél h o d e des t i ( re s ê ni is. 
— L emploi de la méthode de tirage sur les titres émis donne donc 
lieu à une Mortalité qui dépend du nombre de titres en cours dans 
chaque groupe de N titres formé par la série émise. Ce nombre peut 
être très variable, il dépend du nombre de titres résiliés, rachetés, 
réduits ou déjà sortis à des tirages précédents ou non encore sous¬ 
crits. Ce nombre sera variable avec les différents groupes, il pourra 
même varier avec les différentes sociétés de capitalisation. U est 
évident q ne les a noi emi es sociétés e o n s t i t u e ro n t d es s é ries b ea u c o u p 
plus stables que les jeunes sociétés. 

Il est donc difficile d’évaluer les écarts possibles de la mortalité 
et de déterminer le chargement delà prime pure destiné à couvrir 
les augmentations éventuelles du risque. Il serait cependant utile de 
donner une valeur de ce chargement, ainsi du reste que de la valeur 
de la réserve du risque, réserve qu'il est nécessaire de constituer 
chaque année pour parer au risque de mortalité. 

Essayons de donner une valeur du chargement de risque dans le 
cas où l'on applique la loi de l’exponentielle à la méthode des titres 











émis, Nous supposerons une combinaison de capitalisation dans 


laquelle on procède tous les mois h un tirage; le nombre de base 
N est pris égal à H.000 ; on tire un titre chaque mois ou J2 titres 


\ 

lé par an. Le taux annuel de mortalité est donc de - , relativement 

. i 


m élevé. Il est de ^ ^ par mois. 

5S Le taux reste constant et les écarts de mortalité n'inlluént d’une 
>u manière sensible que sur l’assurance temporaire en cas de décès. 


le I La formule qui donne la prime annuelle est. : 



le ^ ^ 011 suppose que la série en cours est composée de r tranches 


id de x titres, on peut supposer que les tranches sont telles que dans 
}é \ chacune d’elles, il y ait en moyenne k titres non placés. Nous 
es I supposerons en outre k constant pendant la durée des tirages, 
lit événement le plus déiavorabie a la société est celui pour lequel 
lu il sort r litres placés, I dans chaque série, car alors la probabilité 


de sortie des titres n'est plus comme la formule de calcul des 



sait dans fous les tirages mensuels successifs, la prime nr devrait 
être augmentée d’une quantité qui sera précisément le chargement 
de risque. 

La partie de la prime correspondant à l assurance temporaire 
devrait être augmentée de 



à chaque tirage; la partie de la prime relative au capital différé 
serait légèrement diminuée ; cette diminution est négligeable. 

Lest donc l assurance temporaire seule qui donnera chaque année 
une perte qui est 


eu admettant, le maximum de 1 erreur pour tous les tirages pendant 
la durée totale du contrat, 

I i* est égal a 0*98294, c'est-à-dire sensiblement égal à I ; 


. - ~ - ' » 

erreur sur la prime annuelle maxima ou le chargement de risque est 

12 k 


N (N — k) 


le 

23 









U n’y a pas lieu de constituer une réserve de risque, puisque le 
taux de mortalité est constant ; le chargement de risque suffit 
chaque année à couvrir les écarts de mortalité. Le chargement que 
nous prévoyons sera le maximum si A, no î libre de titres résiliés 
dans chaque groupe de N titres, est parfaitement déterminé. Les 
sociétés peuvent prendre pour k une valeur un peu plus élevée 
que la réalité. 

N 

Dans le cas où K = îï.ÛOO, A — ^ ce qui suppose que le tiers 

des titres est résilié ou non placé ; au bout d’un certain temps, le 
chargement de la prime est de : 



Dans le cas où le capital des titres est de 1.000 francs, on voit 
qu'il faut charger les primes annuelles de 2 francs. 

Si le capital à rembourser n était que de SCO francs, les primes 
annuelles ne seraient chargées que de î franc. 

Ainsi, dans le cas de la combinaison de lu ans (1.000 francs de 
capital) à prime mensuelle de 5 francs, où la prime annuelle est 
sensiblement de 60 francs par an, il faut réserver 2 francs pour le 
chargement de risque, si la proportion de l'amortissement annuel 
, 4 

constant est de par an. 

1,000 

Si le taux d’amortissement n’était que de — il faudrait 

prendre pour chargement de risque une somme de 1 franc. Cette 
somme est comprise dans le chargement de gestion g. 

On remarquera que ce chargement de risque est une fonction de 
h et de N ; il varie proportionnellement à A, c'est-à-dire au nombre 
des titres non placés, inversement proportionnellement à N, ou, ce 

qui revient au meme, proportionnellement au taux de mortalité ~ . 

Chaque année, et au moment de chaque tirage, une société peut 
déterminer exactement l'écart sur la mortalité prévue, et par suite 
le bénéfice ou la perte sur la mortalité des titres. Si son registre 
d'inscription des contrats est bien tenu, elle dé terni inc exactement 
le nombre des contrats émis, le nombre des contrats placés, la 
proportion des titres à amortir à chaque tirage dans l'année con¬ 
sidérée. Comme elle connaît, d'autre part, le nombre de titres 
réellement amortis, elle peut déterminer la perle ou le bénéfice sur 
l’ensemble des titres, et par suite, pour un titre donné. 
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Le bénéfice sur un Litre s’obtient en retranchant du chargement 
de risque la perte provenant des tirages défavorables; on suppose 
que la perte est toujours inférieure k ce chargement. 

Si les écarts sont, au contraire, favorables, le bénéfice est égal au 
chargement de risque augmenté du bénéfice dû à la sous-mortalité. 

Si la société attribue les bénéfices de mortalité à ses contractants, 
on voit que la répartition est immédiate pour chaque contrat et dans 
chaque catégorie. 

Si la loi de mortalité adoptée est la loi de Moivre, il faut alors 
considérer un chargement spécial pour risque et une réserve de 
risque, car dans la loi de Moivre, le taux de mortalité croît avec 
l'âge et il est nécessaire de mettre en réserve une partie du char¬ 
gement annuel pour risque. 


Si fon suppose que le taux de mortalité du début est ^ et qu’il y 

ait en moyenne k titres résiliés ou non placés dans chaque groupe 
de n titres (k constant), rannuité ajf prend alors la valeur : 


- i-ji+j'r (i +*) pi — (t + *)-“ 


(■i+» ri — [i + i)-« 

i -^ X 0—J 


on a alors 




N — /c — 


N 




L’augmentation de la prime unique 1T s'écrit : 


N (K 


r=»[< 


1 I * 

l + *)a x — 


(i+o- 


■"(1+ »)“"] 


On peut calculer aussi directement raugmentation de la prime 
annuelle; il suffit de calculer la nouvelle prime annuelle dans le cas 
où 1 on part de N — k titres au milieu de N et de retrancher de cette 
prime la prime annuelle obtenue dans le cas ou l’on part de N lilres. 

Un pourrait calculer directement la prime de risque et les ré¬ 
serves de risque successives en considérant l'assurance de risque 
comme une assurance temporaire dont les taux de mortalité sont 
successivement 


_J 1 t 1 1 

N — k N — k — 1 N — k — % N —A —(n —1) 


lin appliquant les formules qui donnent a§\ et la formule de 
l’assurance temporaire : 


Cï : 


[i-^r-pr](i+i)-; 

1 + < " 

on obtiendrait les primes et les réserves de l'assurance de risque. 














— 908 — 


Mais il est plus simple de ne pas séparer l'assurance de risque de 
l'assurance de capitalisation et de calculer directement les réserves 
de la combinaison augmentées de la réserve de risque correspon¬ 
dante. Il suffît pour cela, en calculant les réserves du contrat, de 
considérer la prime H et F annuité 1 -]- en tenant compte de j 

la résiliation de k titres. Si l’on calcule la réserve après x années, ' 
la prime I7 X sera : 


l'annuité sera : 




N — k — n 
N — k — x 


(1 -j- 


La réserve — I1 Æ — xs x [i + a { " * Ji ] sera la réserve augmentée j 
de la réserve de risque. 
u x nouvelle prime annuelle majorée. 


Remarque. — Lorsqu'une société emploie la méthode de tirage 
sur les titres émis avec la loi du-taux d'amortissement constant, si 
elle ne tient pas à assurer un amortissement de titres par âge, elle 
peut attribuer aux nouveaux titres entrant les numéros restés 
vacants par suite de résiliation. En opérant, ainsi, les différents j 
groupes de titres seront toujours à peu près complets au moment 
des tirages et l'écart sur la mortalité des f i très sera diminué. La 
dernière tranche de N titres en cours d'émission, seule, contiendra 
des litres non placés et sera incomplète. 
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Chapitre VI 


Titres dont les primes portent intérêt ou titres obligations 
Titres à remboursement croissant en progression arithmétique 

Quelques sociétés délivrent des contrats dont les primes portent 
un intérêt, annuel payable à la lin de chaque année tant que les 
contrats restent en cours* 

Si le contrat est à prime unique, les intérêts constituent une 
annuité payable en lin d’année dont la valeur s'exprime immédia¬ 
tement. 

Dans le cas d’un conlrat amortissable suivant la loi de l'expo¬ 
nentielle (p 1 — g, g taux constant d’amortissement) par des tira¬ 
ges ayant lieu en milieu d’année, on sait que l'on a : 


p n { 1 + {)-* — \ 

P(i+*J" 1 —f 


= p (1 + i)- J 


Si 1 intérêt annuel de la prime II (prime commerciale du contrat) 
est I, l annuité à payer tant que le titre sera vivant sera évidemment : 

1 af 

Si le contrat stipule un intérêt sur les primes annuelles, ledit 
intérêt étant payable en fin d'année en cas de vie du titre, la valeur 
de 1 intérêt annuel doit être évaluée au moyen d’une annuité en 
progression arithmétique* En posant v — p (1 -f i)-‘ (cas de la loi de 
l'exponentielle) cette annuité s’écrit : 


[ 


a -f- 2 ü“ ’f- 3 v * . * , -f- n v n = —î_ 

_ 



v — I 


v — 1 


L’annuité payable d'avance étant 


la prime supplémentaire annuelle à payer sur un titre-obligation est : 




I our évaluer la réserve d’un tilre^obligation, on peut employer la 
méthode de récurrence. 
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Régi m e il u contrat à p ri m c u n i q u e ap r è s k a nuées: 

g „ Sfr—i (1 ~h *) 7 i i ~h ^ j 

'* P 

(réserve après paiement du coupon annuel]. 

Dans le cas de la prime annuelle, on a la formule : 

S = (Sa-1 + ct) ( 1 + i) — g (I + P _ )S ! 

P 

réserve après paiement du coupon annuel. 

Un titre-obligation pratiquement réalisable par les sociétés de 
capitalisation serait le suivant : Titre amortissable au capital de 
1.000 francs en 15 ans, primes mensuelles de 6 francs par mois 

pendant 15 ans, amortissement annuel de paiement en fin 

d'année d’un coupon de 2 1/2 °/ 0 de la primé annuelle fractionnée, 
c'est-à-dire d’un coupon de 1 fr. 80. 

Des primes du contrat pourraient être calculées par les formules 
en commutation suivantes : 

n = 

(Nfl —-f-i) à—(Nj — N, fi )( 1 -j- i)à-|- D ): .-f- i,80»;S| — S K> —15N ifi ) 

|ï> 

13 = N ' ‘ tv (i + i)- x N ;c = S Di 

D — IN ,| r ; 

D 0 = 1 

On remarquera que la quantité S, — S J{Î — 15 IS IG représente, 
comme dans la théorie des assurances sur la vie t la valeur d’une 
annuité en progression arithmétique. 

litres dont le remboursement varie en progression arithmétique. 

—■ Un peut imaginer un titre dont le remboursement est égal 

G 2C 

au capital G la première année, G -j- ^ la deuxième année, C -j- -j 

nC 

la troisième année, *,., G à la fin de la n e année. 

La prime unique du contrat s’écrira donc : 

11 = 9(1 + ip (c +(c + |)p(1 + i)-i + (c4- j)p 2 (1 + »)-= 


+ ■ • ■ + (c+<^) p n_1 (i + ip"- 11 ] + ( c + t) P n O + 
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dans le cas où le taux d'amortissement q est constant et où les 
tirages ont lieu en milieu d’année, 

La prime unique II s'obtient donc en ajoutant à la prime unique II 
du contrat remboursable au capital C à tous les tirages, la quantité : 



XC 


C 

+ nu" X j 


La quantité entre crochets est égale à 


La prime annuelle se calculerait par la division de II par F annuité 


Les réserves du contrat à prime annuelle se calculeraient facile- 
ment par la rnéthode de r écurr ence : 


!>+XI 


(S fr _., -L u) (1 -f i) — q (I + if 




P 


Les titres dont les primes annuelles portent intérêt progressif ou 
dont La valeur de remboursement augmente chaque année, se 
rangent naturellement en séries d'âgé annuelles, 

L amortissement doit donc s’opérer sur chaque série d’âge 
annuelle suivant les proportions déterminées par les formules. 

Pour ces titres, il est donc indiqué d'employer la méthode de tirage 


sur les litres en cours en les rangeant par séries d'âge. 
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CONCLUSIONS DE L'ÉTUDE ACTUARIELLE 


Il est préférable, croyons-nous, d'employer la méthode de tirage 
sur les titres en cours en rangeant les titres par séries d’âge. Il va 
peut-être quelques difficultés pour connaî Ire exacte ment les titres en 
cours au moment d'un tirage donné ; cependant les sociétés sont 
tenues de tenir constamment à jour le registre des contrats ; ce tra¬ 
vail de détermination des litres en cours est donc quotidien et, 
semble-t-il, constamment à jour. Ordinairement, les litres qui n'ont 
pas payé l 1 avant-dernière prime mensuelle n’ont pas droit de parti¬ 
ciper au tirage. Il suffit de pointer ces titres dans chaque série pour 
reconnaître ceux qui peuvent participer aux tirages. 

On peut employer la loi de M o i vre avec 1 a méthod e de H rage sur 
les litres en cours; elle s’adapte bien au tirage en séries. Au début 
d une société, on pourra lirerune fois par an, puis, quand la pro¬ 
duction s’élèvera, une fois par trimestre, puis une fois par mois, 
quand la production sera considérable. De celle façon, les séries ne 
comprendront pas des nombres trop considérables de titres et 
l'amortissement se fera régulièrement sur chaque série au fur et 
à mesure qu’elle vieillira, 

La plupart des sociélés emploient au contraire la méthode des 
titres en cours avec la loi de l’exponentielle et elles tirent sur l'en¬ 
semble des titres sans les ranger en séries. Ce procédé à l’inconvé¬ 
nient de ne pas assurer T amortissement régulier par âge. On peut 
répondre cependant qu'à fractionner par séries, on crée plus de 
restes et qu'on amortit moins de titres dans une année donner. 
Mais en reportant les restes, l'amortissement finit par se faire complè¬ 
tement, quoique plus tard. 

Si le nombre des titres en cours est considérable^ le tirage est 
d i fl kd le. M. G o u ry (Ballet in de V In slitul des À ctua 1res , n° 77) a p re¬ 
posé un procédé de tirage qui facilite les opérations. On range les 
titres en séries (séries indépendantes de l’âge), séries de 1000 titres 
si l'on tire un sur mille, sans tènir compte des titres résiliés ou 
rachetés; puis, au moyen de deux roues on tire deux numéros dont 
l'un e s 11 e n u ni é ro d e 1 a s é rie, Lan tre le nu m é r o d u l i I re à a m o r tir 
compris dans la série. Si le numéro désigné existe, on a un titre à 
amortir. Si le numéro désigné est résilié, on recommence le tirage 
d'une série et d'un titre de la série à chaque fois. 

Beaucoup de sociétés préfèrent employer la méthode de tirage sur 
les titres émis qui donne beaucoup moins de travail pour la prëpa- 
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ration des tirages- il n’est pas besoin de vérifier les Litres eu cours 
avant le tirage et fous les titres aussitôt émis participent au tirage. 
Toutes les sociétés emploient le tirage sur les titres émis avec la loi 
de Moivre. Nous avons vu les inconvénients de l’emploi de cette loi : 
changement de base des tirages, limitation de la durée démission 
des séries, inégalité entre les litres. C’est au contraire la loi de l'ex- 
ponentielle qu elles devraient employer puisque les inconvénients 
cités plus haut disparaissent. 

Les tirages seraient du reste facilités et pourraient s'opérer avec 
une seule roue contenant le nombre N de base. On pourrait opérer 
aussi avec une ou plusieurs roues portant des chiffres ordinaires. Le 
liiagc est Liés facile puisque les numéros tirés sont remis en roue. 

La loi de l’exponentielle se prête, à cause du taux de mortalité 
constant, à un calcul facile des écarts de mortalité et du bénéfice ou 
de la perte annuelle de mortalité. 

Pour toutes ces raisons, les sociétés devraient donc employer la 
loi de 1 exponentielle avec la méthode de tirage sur les titres émis. 
Dans le cas où les sociétés ne font de tirages anticipés qu'au moyen 
des bénéfices annuels, il est tout indiqué de ranger les titres par 
séries d’age et de répartir les bénéfices entre les séries, puis d’effec- 
tuor les tirages sur chaque série en reportant les restes correspon¬ 
dant aux fractions de titres qui ne sont pas amortissables, 
bn opérant la répartition des bénéfices de placement, les séries 
plus âgées obtiennent une part plus grande et leur amortissement 
augmente avec Page. La loi de mortalité des titres avec l'âge prend 
des taux de mortalité plus élevés. Les titres rangés dans les séries 
ont même réserve mathématique, mêmes frais d'acquisition non 
amortis, même coefficient de répartition pour les divers bénéfices ; 
la répartition entre les diverses séries est donc très rapide. 








ÉTUDE JURIDIQUE 


Législation (Loi du 19 décembre 1907) 

La loi du 19 décembre 1907 sur les sociétés de capitalisation a 
introduit en France une importante dérogation à la loi de 1830 sur 
les loteries. Elle a permis des remboursements anticipés par voie 
de tirage au sort. Le contractant, qui est remboursé après le paie¬ 
ment de quelques primes mensuelles, ou même quelquefois après 
le paiement d’une seule prime mensuelle, a un avantage considé¬ 
rable sur celui qui n'est remboursé qu’à la fin du contrat. Mais la 
loi de 1007 a apporté des tempéraments à la loterie en limitant la 
valeur des remboursements ; elle a spécifié nettement, à i’artièle 4, 
£ 8, que pour tous les souscripteurs d’une même série, le rem¬ 
boursement comporte soit des sommes égales, soit des sommes 
croissant avec les tirages successifs, sans que le dernier rembour¬ 
sement puisse excéder le double du premier. 11 ivy a donc pas à 
vraiment parler de lots, c’est-à-dire de valeurs de remboursement 
d'importance exagérée par rapport aux sommes versées par les 
souscripteurs. Les souscripteurs favorisés touchent seulement beau¬ 
coup plus tôt que les autres la somme garantie par le contrat. Une 
dérogation du même ordre existait déjà en 1907 avec les émissions 
d’obligations que toutes les sociétés anonymes ou mutuelles, com¬ 
merciales ou civiles, émettaient et amortissaient ensuite par tirages 
au sort et pài* anticipation. Malgré cela, les tribunaux français oui 
considéré, jusque vers 1883, les sociétés de capitalisa U on comme 
des loteries. Même aujourd'hui, les tribunaux belges condamnent 
ces sociétés comme pratiquant la loterie. La loi de 1907 a reconnu 
la légalité des sociétés de capitalisation en même temps qu’elle leur 
a permis les remboursements anticipés par voie de tirage au sort, 
Elle a également limité la durée de la loterie à 33 ans ; d’après l’ar¬ 
ticle 4 de la loi, en effet, la durée des opérations comportant rem¬ 
boursements anticipés par voie de tirage au sort ou autrement ne 
peut jamais excéder trente-trois ans. Sage mesure, car trop souvent 
avant la loi, les sociétés pratiquèrent des opérations de très 
longue durée qui n'étaient, au regard de leurs contractants, que de 
pures loteries. 

Définition des sociétés de capitalisation. — Quelles sont les sociétés 
assujetties à la lot de i 90 7. 

Les sociétés de capitalisation sont définies par l'article I de la 
loi : ce sont celles qui font appel à F épargne en vue de la capitale 
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saiion et contractent des engagements déterminés* Il faut donc trois 
conditions pour qu'une société de prévoyance soit une société de 
capitalisation* 

La première condition: faire appel à l'épargne, ne permet pas 
évidemment de distinguer une société de capitalisation d une 
société d’épargne ou de prévoyance, ou môme d’une société de 
a | secours mutuels ou d'assurances sur la vie. Comme toutes ces 

ur sociétés, la société de capitalisation doit faire appel à l'épargne* U 

ie nous semble qu’il eût été nécessaire de dire: faire appel public 

e- à Lépargne. C ? est parce que les sociétés s'adressent à l'épargne 

ùs publique qu’il est nécessaire de les réglementer; une société 

ë- qui se bornerait à recueillir l’épargne de quelques membres se 

la ■ t connaissant entre eux et dans un cercle restreint et à la faire 

3 a iinotifier, puis a la répartir entre eux n étant pas un danger pour 

4 ! l’épargne publique n’aurait pas de raison d'être régie par une 

n _ législation spéciale* 

es La deuxième condition : la capitalisation des versements, n est pas 

ir- 00 n P^ us absolu 1 o en L carac téri s tiq ne des opéra lions pral iq u ée s par les 

à sociétés de capitalisa lion ; les opérations d'épargne et tous les 

ntl placements effectués par les sociétés financières, les émissions 

es d'obligations sont des opérations de capitalisation* Il est vrai que 

u- sociétés financières qui effectuent des placements ou émettent 

ae (ie&1 obligations poursuivent un autre but social que celui de rem- 

ns bourser des sommes déterminées aux souscripteurs de leurs 

n- ; émissions ; elles ont un but commercial distinct, 
es! troisième condition: prend dés engagements déterminés, est 

nt P eu n ^ te : ede a » du reste, été critiquée récemment au Parlement* 
ne législateur, de 1 avis de tous, a voulu dire : engagement de payer 

nt 11110 somme déterminée* C’est la somme à payer par contrat qui est 
iu garantie et déterminée, et non les engagements du contrat qui 

uï doivent toujours être déterminés. 

ri Cette troisième condition permet de distinguer nettement les 

a'- sociétés de capitalisation des sociétés d'épargne qui réalisent aussi 
ni des °P er ationS: de capitalisation, mais qui 11 e prennent pas l'enga- 
ne 1 gement de payer une somme déterminée* 

nt 

ës Salure du contrat de capitalisation 

Quelle est Ja nature du contrat qui lie les sociétés de capitalisation 
a leurs adhérents? Pour trouver la définition de ce contrai, il suffit de 
téi\ se reporter à deux arrêts de la Cour de Cassation du 17 août 186Ü* 

) aines ces arrêts, les titres délivrés par une société de capitalisation 
sont des contrats individuels dont la valeur varie avec le jour où ils 
l a ont été passés, alors que les titres négociables en Bourse sont des 
IH Ütres émis dan * les memes conditions et de valeur égale* Les 
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sociétés de capitalisation ne font pas de contrats rie prêts avec leurs 
clients : elles reçoivent des fonds avec mandat de les faire fructifier. 
Le contrat de capitalisation lient donc à la fois du dépôt, du mandat 
et de l'association. 

Les titres de capitalisation ne sont donc pas des obligations 
o lie ries au public par fractions égales et procurant des droits iden¬ 
tiques à tous les souseripleurs, car dans chaque catégorie de titres 
la valeur de négociation varierait suivant T échéance, suivant le 
montant des versements et la date de souscription. 

La Chambre civile de la Cour de Cassation a rendu un nouvel 
arrêt le 7 mai 1012 qui a décidé que l’article 27 de la loi de 1850 ne 
soumettait au droit de timbre de 1 °j n que les Lî 1res cotés en Bourse 
ou susceptibles de l’être, c’est-à-dire les obligations émises en repré -1 
sentalion d’emprunts d’une somme déterminée, offertes au public 
par fractions égalés. Par suite, les litres émis par les sociétés de 
capitalisation, dont le but exclusif est de favoriser l’épargne par la 
constitution et la reconsl i Lu Lion de capitaux, ne constituent pas des 
valeurs publiques au sens de l’article 27 de la loi de 1850, et par 
conséquent, ne sont pas soumis au droit de timbre de l ü / 0ï ni au 
droit de transmission. 

D’après la jurisprudence de la Cour de Cassation, les contrats de 
Capitalisation sont donc des comptes de dépôt. Chaque contractant 
dépose des sommes que les sociétés gèrent et font fructifier par 
l’association des différents comptes. Aussi, certaines sociétés 
appellent-elles les contrats des comptes d’épargne. C’est bien, en 
effet, des comptes qu’elles ouvrent à leurs déposants et quelles ont 
mandat de gérer. 

A sa souscription, le tilre de capitalisation a donc une valeur 
nulle, il n’a pas de valeur d émission. 11 est donc essentiellement 
différent de l’obligation qui a une valeur déterminée. La valeur du 
titre de capitalisation va en croissant avec l’âge en partant de zéro 
pour arriver à la valeur du capital à reconstituer, tandis que l’obli¬ 
gation varie ordinairement peu de son prix d’émission à sa valeur 
nominale. 

Le titre de capitalisation n’a donc d'existence qauprès sa sous¬ 
cription, quand le compte du déposant est ouvert. Il offre beaucoup 
d’analogie avec le contrat d’assurance sur la vie souscrit sur la tète 
d'un assuré et qui prend naissance par le paiement de la première 
prime. En cas de sortie du numéro du titre de capitalisation au 
tirage d'amortissement, le capital souscrit se trouve immédiatement 
constitué; il en est de même en cas de mort de la tête assurée par 
le contrat d’assurance. La société d’assurance, comme la société dé 
capitalisation, reçoit des dépôts de fonds qu’elle fait fructifier et 
dont elle constitue des capitaux. 
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L’analogie est complète entre le contrat de capitalisation et le 
contrat d’assurance mixte réalisé par les sociétés û assurances sur 
la vie. On pourrait continuer la comparaison de ces contrats au poijit 
de vue du paiement des primes, de la résiliation, du rachat, de la 
réduction, de l'existence de la réserve mathématique du contrat* 

Le contrat de capitalisation se constate également par la rédaction 
I d’une police. Il peut être nominatif ou au porteur. Le contrat peu! 
être transmis par endossement comme les polices d’assurances sur 
la vie. 

3l I 

Malgré la netteté eLlaprécision apportées par la Cour de Cassation 
dans sa définition du contrat de capitalisation, il est quelquefois 
t difficile dans la pratique de distinguer ce contrat de l'obligation, car 

■ * ü a été créé récemment des types d’obligations qui offrent au pre¬ 

mier abord une analogie presque complète avec le bon de eapi- 
talisation. 

I ji t 

ig I ^ obligation libérable par un grand nombre de versements éche- 

ir ; Ion nés sur plusieurs années et ne comportant pas de paiements 

u d'intérêts annuels <IiHère peu du bon de capitalisation. Cependant, à 

l’examen, plusieurs différences essentielles sont immédiates : le 

t souscripteur d’une obligation doit payer obligatoirement tous les 

^ I \ersements successifs, tandis que le souscripteur du bon peut cesser 

ü , ; à S011 gré les versements et toucher une valeur de rachat ou toucher 

lg aü terme contrat une valeur réduite; l’obligation n’a ni valeur de 

rachat, ni valeur réduite. Elle ne jieut qu'être vendue à son cours 

de bourse, 
it f 

h amortissement des obligations (ordinairement remboursables 
pai annuité constante) dit!ère tout à fait de l’amortissement des 
^ j Litres de capitalisation. Les versements sur obligations ne compor¬ 
tent pas de chargement, ces versements ne sont pas des primes. Au 
J contraire, les primes du contrat de capitalisation comportent un 
chargement minimum de 10 % de leur valeur. 

ir s1 ^ es obligations étaient émises avec prime au-dessus de la 

valeur nominale, la société émettrice aurait, en fait, pris un charge¬ 
ment. Dans ce cas, l'obligation donnerait alors droit à un intérêt 
annuel, ce qui la différencierait du bon de capitalisation. 

Certaines sociétés de capitalisation ont émis des titres-obligations 
t donnant droit à un intérêt annuel sur les primes payées, ou à un 
i laterêt annuel sur la prime unique du contrat. Ces titres offrent 
encore plus d’analogie avec les obligations, mais les différences 
signalées plus haut subsistent. 

e Les Piments à intérêts composés, que certaines sociétés d’as¬ 
surances pratiquaient autrefois, avant la loi du i" mars 1905, el. que 
certaines banques pourraient pratiquer aujourd’hui, sont aussi, évi¬ 
demment, des opérations qui rentrent dans le domaine d’application 

17 




de la loi du 10 décembre 1007. Il y a bien reconstitution de capitaux 
ou capitalisation i engagements déterminés, appel à l'épargne. La 
seule différence avec les opérations de capitalisation ordinaires,! 
c’est qu*il n’y a pas de remboursement par anticipation et par tirage} 

au sort. 

% 

Enregistrement des sociétés de capitalisation 

Ces sociétés, comme les sociétés d’assurances sur la vie ou les 
sociétés lontinières, sont assujetties à la formalité de Len registre 
ment Elles doivent déposer leurs statuts, leurs tarifs et leurs 
tableaux d'amortissement, notes techniques exposant le mode d’éta¬ 
blissement des tarifs et tableaux d’amortissement. Toute modification 
aux statuts et aux tarifs doit être également enregistrée. 

Le refus d’enregistrement ne peut être prononcé que pour infrac¬ 
tion aux lois qui régissent les sociétés, ou infraction à la loi du 
19 décembre 1907. 

L'administration qui donne l’enregistrement ne fait donc que 
constater que la société fonctionne conformément aux lois. Elle ne 
pourrait donc refuser l'enregistrement s’il n’y avait aucune infrac¬ 
tion aux lois. 

Garanties spéciales édictées par la loi dans son l itre II 
relativement aux contrats et à la publicité des opérations 

La loi a imposé aux entreprises certaines garanties relatives aus 
contrats. Tandis que la loi de 1905 a laissé aux sociétés d'assurances 
sur la vie toute liberté relativement à rétablissement des contrats, 
la loi de 1907 a imposé, au contraire : 

l u L’interdiction de percevoir, sous quelque forme que ce soit 
des droits d’entrée; 

La limitation des sommes à prélever pour frais de gestion en 
proportion des versements; 

3° La quotité maximum que peuvent atteindre, le cas échéant, les 
retenues en cas de déchéance eu égard au montant et à la durée des 
versements effectués; 

i û La durée maxima de la capitalisation, pour les diverses caté¬ 
gories de contrats, sans que cette durée puisse excéder 30 ai& 
Dans le cas de remboursement par anticipation, la durée maximi 
des contrats est de 33 ans. 

dès dispositions doivent être indiquées dans les statuts et leij 
contrats, de sorte que les contractants sachent quelle est la limite 
maxima des frais de gestion que les sociétés s’engagent à ne pas 
dépasser, ou la quotité maxima que peuvent atteindre les pertes s tu 
tes versements en cas de résiliation ou de réduction des contrats; 
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La Mais on l )eut dire c l uc ces deux dernières dispositions sont sans 

, es portée, car les sociétés ne sont ternies que d'indiquer des maxima 

qu elles n atteignent jamais en fait. Chaque société, lorsqu’elle 
établit une combinaison, iixe des frais de gestion qui servent à 
déterminer les primes brutes des combinaisons en partant des 
primes pures, établit également des valeurs de rachat et de réduc¬ 
tion pour chaque durée écoulée et pour chaque combinaison. 
les Les indemnités retenues en réalité sont toujours inférieures aux 
tc- maxima prévus par les sociétés dans leurs statuts. 

un Les sociétés doivent également spécifier dans leurs statuts et 
: In- leurs contrats : 

ion 1“ Les conditions de déchéance opposables aux souscripteurs 
pour retard dans les versements, sans que ces déchéances puissent 
■ac- avoir d’effet avant un délai d’un mois à dater du jour de l’échéance 

du Dans le cas où le contrat est nominatif, le délai ne court qu’à partir 

d une mise en demeure par lettre recommandée : 


2» La substitution de plein droit de tous les héritiers des titulaires 
de contrats nominatifs aux titulaires, ainsi que l’interdiction pour 
1 entreprise de stipuler à leur décès aucun versement siippléinen- 


lue 

ne 

ae- 


J - ^ oujjun.llJCU- 

1*11 re ou aucune retenue spéciale. 

La première disposition a pour but d’empêcher les sociélés de 
multiplier les clauses de déchéance ou d’appliquer des délais de 
déchéance extrêmement courts. La deuxième caractérise les opéra¬ 
tions de capitalisation qui doivent être indépendantes de la vie 
ms humaine; elle permet aux héritiers des contractants de continuer 

C(S es C0Iltrats sans que le décès de leurs ascendants puisse modifier 
lts les conditions de ces contrats. 

La loi a, eu outre, imposé aux sociétés une certaine publicité de 
ail eurs opérations. Elles doivent indiquer dans les statuts et les 
contrats les conditions de publicité dans lesquelles doivent avoir lieu 
a cs Liages au sort pour 1 amortissement anticipé des contrats Tout 
souscripteur de contrat, ou tout porteur, a droit, après chaque 
les lldge ; sm> sa demande, à la délivrance gratuite de la liste intégrale 
t es titres sortis dans les séries qui l’intéressent et non encore 
remboursés. 


If 
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Garanties spaciales relatives au capital social et au fonds 


de premier établissement des sociétés 




La loi en empêchant de libérer les actions de plus de moitié, 
a vou i u éviter la disparition complète de toute garantie des opera¬ 
tions sociales au moment de la faillite ou de la liquidation d une 
société; la moitié du capital restant à appeler peut couvrir le» 
déficits les insuffisances des réserves mathématiques, les moins- 
vaines sur les placements. Il y a lieu de croire qu’en général, une 
somme de 500.000 francs sera suffisante pour couvrir les delicüs ; 
avoués ou ignorés d'une société anonyme de capitalisation, si 
cependant les frais de premier établissement et le compte de com¬ 
missions escomptées figurant à l’aclif de cette société ne sont pas 
trop élevés. Mais les frais de premier établissement peuvent atteindre 
le quart, du capital social, aux termes du décret du 1 er avril 1008: 
les commissions escomptées peuvent également atteindre le quart j 
du capital social, et si la société en a en outre un solde débiteur 
é ., al à la moitié du capital, celui-ci se trouve entièrement absorbe. 
Dans ce cas, qui semble extrême, le capital serait insuffisant a 
couvrir les perles sociales. 

11 y aurait plus de sécurité si la loi avait prévu un amortissement 
plus'rapide des frais de premier établissement ou un maximum 
plus faible de ces frais, si, de même, elle avait prévu un amortisse¬ 
ment régulier des commissions escomptées. 


Les sociétés françaises à forme mutuelle doivent constituer 
un fonds de premier établissement qui ne peut être inferieur a 
50 000 francs et. qui doit être amorti en Kl ans au plus, billes doivent 
déterminer dans leurs statuts le mode de règlement et l'emploi des 
sommes perçues. 11 ne leur est imposé aucun fonds spécial de 
«arantie analogue au capital social des sociétés anonymes. Le tonds; 
de premier établissement lait l’avance des frais de premier établisse 
uienl : il peut n’êlre que de 50.000 francs et pourra alors etn 
absorbé très rapidement. 11 n’y aura plus aucun capital pour font 
face aux déficits de gestion et aux commissions escomptées qui 
peuvent être aussi élevés que dans une société anonyme. La toi 
aurait, dù imposer un fonds spécial de garantie destiné à couvrir le 
déficits de gestion. Ce fonds amortissable, analogue au tonds tem¬ 
poraire de garantie des mutuelles d’assurances sur la vie, pourrait 
être constitué par les sociétés dans certaines conditions à prévoir 
par leurs statuts. La durée de l’amortissement pourrait être W 
longue, plus longue que la durée d'amortissement des frais * 
premier établissement. L’amortissement pourrait aussi se lam 
d une quantité égale à l’accroissement annuel de la réserve é 

garantie. 

Le législateur a peut-être estimé très faibles les frais de geslioi 
des mutuelles de capitalisation, et il semble qu’il n’ait pas prévu qui 
certaines sociétés emploieraient des méthodes de tirages donna» 





lieu à une mortalité des litres analogue à la mortalité des assurés 
dans les sociétés d'assurances sur la vie et pouvant donner lien, 
par conséquent, à des pertes de mortalité* 

Quant aux frais de gestion, ils sont aussi élevés proportionnelle¬ 
ment à l'importance des contrats que dans une société d’assurances 
sur la vie, et, dans certaines combinaisons imposées par la nature 
des choses, les chargements ne dépassent guère JO à lâ des 
primes, ce qui entraîne des déficits inévitables au début des entre¬ 
prises* 

Garanties imposées relativement à la constitution 
des réserves mathématiques et de la réserve de garantie 

D’après le décret du 1 er avril 1908, les réserves mathématiques ne 
peuvent être inférieures à celles qui résulteraient des engagement 
respectifs des contractants évalués au moyen de versements ou 
cotisations purs calculés en prenant pour base le taux d'intérêt de 
8,5 Ce texte, semble-t-il, ne définit pas suffisamment la méthode 
de calcul des réserves mathématiques, car si rengagement de la 
société évalué par une prime pure unique est nettement déterminé 
d’année en année, rengagement de l’assuré pourrait être évalué par 
l’emploi d une prime variable d’année en année et permettant 
cependant de reconstituer le eapilal assuré en fin de contrat. Le 
texte permettrait donc d’employer des méthodes de calcul des 
réserves analogues à la méthode de /Mimer en assurances sur la 
vie, donnant an début des contrats des réserves inférieures à celles 
qui résulteraient de l’emploi d'une prime pure constante pour 
l'évaluation de Rengagement de l’assuré, il n’est pas prévu rie 
chargement de gestion spécial ni de réserves à la prime d’inven¬ 
taire ; cependant, dans le cas où la durée de paiement, des primes 
est inférieure à la durée de reconstitution des capitaux, ou dans 
le cas des contrats à prime unique, il serait nécessaire de mettre 
en réserve une partie des frais de gestion payés au début des 
contrats. Dans le même ordre d idées, il eût élé désirable que la 
loi ait imposé aux sociétés qui remboursent les contrats par 
tirages au sort sur les bénéfices annuels, rétablissement d une 
réserve spéciale pour amortissement des contrats. Qu’arrive-t-il, 
en elle!, dans ces sociétés lorsque le paiement des prîmes est 
effectué par une prime unique, ou par le paiement de quelques 
primes annuelles ? C’est qu’elles dépensent entièrement les béné¬ 
fices des premières années (qui existent tant que les adhérents 
paient les primes) en effectuant des tirages anticipés, et qu'elles 
cessent ensuite tout tirage jusqu’à l’expiration des contrats. De 
sorte que certains adhérents, les premiers, seuls sont favorisés au 
détriment de ceux qui viennent ensuite. On peut répondre que les 


sociétés qui amortissent, les contrais au moyen des bénéfices ne 
s'engagent qu'au paiement du capital en fin de période, et qu'elles 
tiennent après tout leurs engagements Mais il serait souhaitable que 
la loi intervînt cependant pour protéger les contractants dans ce cas, 
comme elle est intervenue pour réglementer les contrats de capita¬ 
lisation. 

Dans cet ordre d'idées, si la loi intervenait, il lui faudrait obliger 
les entreprises à fixer un chargement spécial pour amortissement 
et un chargement spécial pour gestion. Le calcul des réserves tien¬ 
drait compte de ramoitissement et de la gestion des contrats après 
le paiement des primes. 

Les sociétés de capitalisation anonymes on en comûiandile sont 
en outre astreintes à constituer une réservé de garantie par le pré¬ 
lèvement annuel sur leurs encaissements d’une somme au moins 
égale à 3 °/ 0 o des cotisations uniques et périodiques encaissées dans 
l'exercice. Le prélèvement peut être réduit de moitié lorsque la 
réserve de garantie atteint 5 % des réserves mathématiques ; il 
cesse d'être obligatoire lorsque celte réserve atteint. 10 °/ 0 des 
ré se r v e s m a t h ë rn a t i q ues. 

Les sociétés à forme mutuelle et les entreprises étrangères, pour 
lés contrats souscrits en France et en Algérie, sont également assu¬ 
jetties à une disposition analogue, mais le prélèvement n’est réduit 
de moit ié que lorsque la réserve de garantie atteint &°j 0 des réserves 
mathématiques, La réserve de garantie ainsi imposée par la loi est 
très faible et. il est facile de calculer que pour un contrat ordinaire 
il faut environ trente ans pour que le prélèvement formant la réserve 
de garantie puisse atteindre 5 % des réserves mathématiques. 

Garantie relative à la rectification du taux des placements 

Les sociétés doivent produire annuellement au Ministre du Travail 
la comparaison entre le taux de leurs placemenls et celui qui a été 
admis pour le calcul de leurs réserves mathématiques et de leurs 
tarifs. En cas d'écarts notables ou répétés, des arrêtés ministériels 
peuvent, exiger, au plus tous les cinq ans, une rectification des bases 
des réserves mathématiques des opérations en cours, ainsi que des 
tarifs. 

Garanties résultant de l’inscription d’un privilège sur Vactif 
des entreprises 

Jusqu a concurrence du montant de la réserve de garantie et des 
réserves mathématiques, l’actif des entreprises françaises est aflècté 
au règlement de leurs opérations par un privilège qui prend rang 
après le paragraphe 6 de l'article 2101 du Code civil. 











Pour les entreprises étrangères, les valeurs représentant la por¬ 
tion d'actif correspondante doivent, h T exception des immeubles, 
faire l'objet d’un dépôt à la Caisse des dépôts et consignations. Le 
seul fait du dépôt confère privilège aux intéressés sur lesdîtes va¬ 
leurs pour les contrats souscrits en France et en Algérie, 

Il est à remarquer que la portion d’actif correspondant aux béné¬ 
fices à répartir aux assurés n est pas comprise dans le privilège. 
Cependant les sociétés, attribuent et conservent les bénéfices de leurs 
adhérents. 

Il est à remarquer également pour les sociétés étrangères que 
seules les valeurs déposées sont affectées du privilège. Par conséquent, 
les immeubles, les prêts sur contrats, qui peuvent former la plus 
grosse partie de leur actif, ne sont pas affectés du privilège de l’ar¬ 
ticle 7 de la loi, 

G ai 'a n i i es i-elal iv es a ux p I a ce me nts de V actif des en 1 1 k ep i k {.$ es 

Un règlement d'administration publique du 17 juillet 1908, prévu 
par 1 article 8 de la loi, a déterminé les biens mobiliers et immobi¬ 
liers en lesquels sera effectué le placement de l’actif des entreprises, 
ainsi que le mode d’évaluation annuelle des différentes categories de 
placements, et les garanties à présenter pour les valeurs qui ne pour¬ 
raient avoir la forme nominative. Le décret rendu a renvoyé aux 
prescriptions du décret du 9 juin 1900 relatif aux sociétés d’assu¬ 
rances sur la vie. 

tl a toutefois ajouté aux placements prévus, par le décret du 9 juin 
1906 les prêts effectués dans les conditions de la loi du 6 ventôse 
an XIII- Leur montant ne peut dépasser 15 ?/„ de l'actif total et doit 
être compris dans le 1/4 des placements formé des valeurs de toute 
nature prévues au paragraphe 3 de l'article 1 du décret du 9 juin 
1906, 

Garanties relatives à la détermination du maximum des dépenses 
de p i k e m i e r é labl is s em e n l 
et du délai d'amortisse rient des dites dépenses 

La loi a lixé, dans son article 5, le montant du fonds de premier 
établissement des mutuelles, qui ne peut être inférieur à 50.000 fr. 
File a renvoyé au décret du 1 er avril 1908 pour la fixation du ma¬ 
ximum des dépenses de premier établissement. 

Les dépenses sont, limitées au quart du capital social pour les 
sociétés anonymes et à la quotité du fonds de premier établissemen! 
pour les sociétés mutuelles. 

Elles doivent être amorties en quinze ans à partir de l'enregis¬ 
trement. 
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On remarquera que le Fonds de premier établissement des mu¬ 
tuel les doit être également amorti en quinze ans, corrélativement à 
l’amortissement des frais qui s’effectue en même temps et parallè¬ 
lement par un simple jeu d’écritures* 

Surveillante et contrôle (Titre IIl de la loi) 

La loi du 19 d éce mbre 1007 a égaIenient orgaiiisé la surveillanee 
et le contrôle des sociétés de capitalisation. K11 e a prévu un Comité 
consultatif qui n’est autre que le Comité consultatif des sociétés 
d’assurances sur la vie, auquel sont adjoints deux membres pris 
parmi les administrateurs ou directeurs d’entreprises de capitali¬ 
sation. 

Il doit être consulté au sujet des demandes d’enregistrement des 
entreprises* 11 éclaire le Ministre sur les questions soulevées pai h 
l’application de la loi . 

Les entreprises sont soumises à la surveillance de commissaires- 
contrôleurs assermentés qui peuvent, à toute époque, vérifier sur 
place toutes les opérations, et qui exercent, ainsi le contrôle des 
sociétés au siège. 

Le Ministre exerce, d’autre part, un contrôle sur pièces, en exigeant 
de toutes les entreprises: 1° de publier un compte-rendu annuel de 
leurs opérations avec états et tableaux annexés, dont le modèle est 
déterminé par des arrêtés spéciaux ; 2° de lui communiquera toute 
époque et dans les formes et délais qu’il détermine tous les docu¬ 
ments et éclaircissements qui lui paraissent nécessaires. 

Les entreprises doivent, en outre, produire leur compte-rendu au 
Ministre du Travail, le déposer aux greffes des tribunaux civils et 
des tribunaux de commerce du département de la Seine et du siège 
social, le délivrer a tout souscripteur qui le demandera, moyennant 
le paiement d'une somme qui ne peut dépasser 1 franc. 

Les entreprises étrangères, étant donnée leur situation spéciale, 
doivent avoir en France un siège spécial et une comptabilité spéciale 
pour les opérations réalisées eu France et en Algérie. 

Files doivent accréditer auprès du Ministre du Travail un agent 
préposé à la direction des affaires françaises. Gel agent doit être 
domicilié en France. 11 représente seul auprès du Ministre l’entre¬ 
prise étrangère, et il signe seul Les polices, bons, quittances et 
autres pièces relatives aux opérations réalisées. 

Fa surveillance et le contrôle sont enfin complétés, couronnés 
par la publication d'un rapport annuel au Président de la République 
établissant la situation de toutes les entreprises assujetties h la loi 
de 1907, et examinant le fonctionnement de la loi au regard de ces 
entreprises. 
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Pénalités prévues par la loi (Titre IV) 

La loi prévoit des pénalités applicables aux Sociétés qui contre¬ 
viennent aux prescriptions légales, qui fonctionnent avant d’avoir 
été enregistrées, ou qui, dans leurs documents, font des déclara¬ 
tions ou dissimulations frauduleuses. La pénalité dernière, le 
retrait d’enregistrement peut être prononcé par le Ministre, après 
avis du Comité consultatif, lorsqu’il est constaté que l'entreprise ne 
fonctionne plus en conformité de ses statuts, ou de la loi et des 
décrets ou arrêtés qu’elle prévoit. Le retrait d’enregistrement esl 
prononcé par décret. 

Dispositions transitoires (Titre V) 

Parmi les dispositions transitoires, il faut en signaler deux de 
la plus haute importance : 1" celle qui prévoit qu’un arrêté minis¬ 
tériel fixera pour chaque entreprise les bases du calcul dés réserves 
mathématiques des contrats réalisés avant l’enregistrement; 2° celle 
qui impose aux entreprises l’établissement d’une comptabilité spé¬ 
ciale pour les contrats antérieurs à l’enregistrement. Celte dernière 
disposition est exprimée par la loi d’une manière assez singulière : 
il est dit, en effet, dans le texte de la loi : Le passif et l'actif corres¬ 
pondant à l’exécution des contrats souscrits avant l’entrée en 
vigueur de la loi font l’objet d’une comptabilité spéciale. 11 serait, 
difficile d’appliquer à la lettre celte disposition, car il faudrait 
établir deux bilans distincts pour une même Société, ce qui est 
impossible. Nous croyons que la loi a voulu dire simplement qu’il 
est nécessaire d’établir des comptes de catégories et. un compte de 
profits et pertes distincts pour les contrats antérieurs à la loi. Il 
faut signaler aussi que pour les contrats antérieurs à l’expiration 
d'un délai de 51) ans à compter de la promulgation de la loi, ou d’un 
délai de 25 ans, si les titres sont amortissables à époque aléatoire, 
tout souscripteur ou porteur aura droit au remboursement immé¬ 
diat du montant de la réserve mathématique de son contrat, à 
condition, qu’il use de son droit dans l’année qui suivra l’expiration 
des délais précédents. 

La loi a probablement voulu dire que le délai de 25 ans s'applique 
aux contrats amortissables par tirages garantis, tandis que le délai 
de 50 ans s’applique aux contrats amortissables sur les bénéfices, 
mais pour lesquels le remboursement n’est garanti qu'en lin de 
contrat. 

Entreprises de gestion 

La loi de -1907, comme la loi de 1905 sur les assurances sur la vie, 
a prévu que les sociétés mutuelles pourraient être gérées par des 
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entreprises de gestion. Ces entreprises doivent également déposer 
à la Caisse des dépôts et consignations un capital de garanlie de 
100.000 francs. Elles ne peuvent se faire attribuer la gestion pour une 
période initiale de plus de 20 ans, à l'expiration de laquelle leur 
mandat ne pourra être renouvelé pour des périodes de plus de 
dix ans. 

Un décret du I er avril 1008 a précisé les conditions de fonction¬ 
nement des entreprises de gestion des sociétés de capitalisation. 
Toute entreprise qui se fait attribuer la gestion d'opérations de 
capitalisation fonctionne sons la responsabilité de Tentreprise 
qu’elle gère. Elle ne peut fonctionner qu'aprës avoir produit au 
Ministre du Travail : 1° Le récépissé du dépôt à la Caisse des dépôts 
et consignations du capital de garantie de 100.000 francs ; 2° Son 
acte constitutif; 3° Le texte de ses statuts: 4° Le texte intégral du 
traité de gestion intervenu entre elle et la société gérée. 

Le traité de gestion doit contenir certaines indications obliga¬ 
toires : l'objet, le titre, le siège social de la société gérée et de la 
société gérante, îa date d'origine de la gestion et la durée de la pre¬ 
mière période initiale qui ne peut dépasser 20 ans, les pouvoirs de 
la gérante et les conditions dans lesquelles la société gérée exercera 
son contrôle sur les opérations de la gérante, les conditions dans 
lesquelles la société gérante cessera sa gestion, soit, à l'expiration du 
traité de gestion, soit en cas de cessation anticipée de la gestion, 
pour retrait d'enregistrement de Tentreprise gérée ou pour toute 
autre cause. 

Le décret a prévu, dans son article 4, les conditions dans lesquelles 
les entreprises de gestion peuvent prélever la rémunération de leur 
gestion. Celles-ci ne peuvent prélever des sommes supérieures aux 
frais de gestion fixés dans les statuts et les tarifs de l'entreprise gérée 
sous déduction rie la portion qui serait nécessaire à la constitution 
delà réserve de garantie. Ces conditions doivent du reste figurer 
dans le traité de gestion. 

L'article 4, le plus important du décret, semble insuffisant. 11 ne 
suffisait pas, en effet, qu'il fixât le maximum des sommes à prélever 
pour frais de gestion, il devait fixer également l'époque des prélè¬ 
vements et distinguer entre les divers prélèvements. La société de 
gestion doit faire face aux frais d'encaissement des primes, aux frais 
d'acquisition des contrats et aux frais de gestion proprement s dits. 
Les frais d'encaissement el les frais de gestion sont payables annuel¬ 
lement ou en même temps que les primes (payables d'avance) ; la 
société de gestion reçoit donc ces frais en même temps qu'elle 
perçoit les primes pour le compte de la société gérée. 11 n'y a donc 
pas lieu d'établir un compte-courant entre la société de gestion et la 
société gérée pour les frais de gestion et les frais d'encaissement. 
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Ce compte-courant n’a de raison d’être que pour les frais d*acqui¬ 
sition que la société de gestion doit escompter, c'est-à-dire payer 
d'avance, et dont elle ne pourra se rembourser qu’au fur et à mesure 
du paiement des primes par le prélèvement sur chaque prime du 
chargement spécial d’acquisition. On conçoit qu'il ne peut lui être 
permis de prendre plus que le chargement d’acquisition, et qu'elle 
ne peut le prendre qu’au fur et h mesure du paiement des prîmes. 
Si les primes sont annuelles, la société de gestion ne peut prélever 
le chargement d'acquisiLion qu'au moment du paiement de la prime 
a un u e 11 e. K11 e peu t d o n c s e cr édit e r d es la si gn atn r e d ' u n c o n t ra t d e 
capitalisation du montant total de la commission d’acquisition, et 
débiter la société gérée d'une somme égale. À la fin de chaque 
exercice la société gérée, ayant payé une partie de sa dette sur 
chacun des contrats souscrits antérieurement, voit diminuer sa dette 
pour ces contrats. Il faut donc arrêter le compte-courant spécial 
aux frais d'acquisition en fin d’armée. Mais il peut y avoir des 
contrais résiliés ou déchus dans P exercice ; pour ces contrats, la 
société de gestion ne pourra plus prélever les commissions d'acqui¬ 
sition non encore amorties, elle devra donc prendre sur les réserves 
des contrats que la société gérée lui rendra en partie. Dans le cas 
où la réserve d'un contrat serait insuffisante pour couvrir les frais 
d’acquisition relatifs aux contrats non encore amortis, la perte 
devrait être supportée par la société de gestion ; cc point est indiscu¬ 
table. Celle-ci ne doit pas, en effet, payer trop vite les commissions 
dans le cas des contrats à primes fractionnées, et elle ne doit pas 
payer des commissions trop élevées, supérieures à la première 
réserve annuelle des contrats, par exemple. Les bénéfices de résilia¬ 
tion provenant des réserves après déduction des frais d’acquisition 
non amortis, appartiennent sans conteste à la société mutuelle gérée. 

Les sommes avancées par la société gérée à la société de gestion 
pour frais d'acquisition peuvent être portées à l’actif de la société 
gérée comme compte à amortir ou compte de commissions escomp¬ 
tées. Si la société gérée avance toutes les co ni missions, comme si 
1 11c n’avait pas d'organe de gestion, le compte sera établi en tenant 
compte d'un amortissement analogue à l'amortissement viager basé 
sur la loi d'amor.i moment des litres. Le compte-courant entre la 
société de gestion et la société gérée n’existerait plus dans ce cas. 

Le compte des commissions escomptées d’une mutuelle gérée 
s'établit donc de la même façon que si la société se gérait elle-même. 
Ou ne doit escompter que le chargement d’acquisition contenu dans 
les primes, et on ne doit amortir qu'au fur et à mesure de rencais¬ 
sement de celles-ci. Le décret aurait donc du poser ce principe et 
demander aux sociétés de fixer un chargement spécial d'acquisition. 
Sans poser ce principe, il devient impossible d’établir le compte des 










commissions escomptées, et cependant on ne peut permettre aux 
entrepl ises d'escompter le mon 1 ant to 1 al du chargement des primes, 
Üe même, il ne peut être permis de prendre sur les bénéfices annuels 
pour amortir les commissions, les bénéfices étauI la propriété des 
mutualistes. 

Dans le cas où la société de gestion fait seule l'avance des com¬ 
missions, la société gérée n'a pas de compte de commissions 
escomptées, mais elle a un compte-courant avec la société de gestion 
qui fonctionne comme un compte de commissions escomptées, qui 
est constamment débiteur, et donc le solde débiteur s'amortit au fur 
et a mesure de rencaissement des primes par le prélèvement sur 
chacune d'elles du chargement d'acquisition. 

La société de gestion doit alors ouvrir dans ses écritures un compte 
de commissions escomptées, qu'elle amortit au fur et à mesure du 
prélèvement du chargement d'acquisition. Ce compte est l'inverse 
du compte-courant avec la société gérée. 

On peut se demander, dans le cas où une mutuelle est gérée, s'il 
n appartiendrait pas à la société de gestion de faire l'avance des 
commissions d'acquisition, et s'il ne devrait pas être interdit à la 
mutuelle d'avancer à sa gérante les sommes dues pour l'acquisition 
des contrats. La mutuelle, qui n’a pas de capital social et qui ne 
peut disposer des bénéfices annuels de ses adhérents, ne peut faire 
d'avances à sa gérante qu’en prélevant sur les sommes affectées à la 
représentation des réserves mathéiriàthïquëfc, ce qui compromet sa 
situation financière et la prive d’une partie de ses bénéfices de pla¬ 
cement. Il semble qu'une société de gestion qui profite des bénéfices 
de la gestion et prélève tous les chargements des primes devrait être 
tenue de rendre toutes les primes pures à la mutuelle gérée pour 
permettre à celle-ci de réaliser les bénéfices de placements auxquels 
elle a droit dans toute leur intégralité. 

L'article b du décret interdit a l'entreprise gérée de déléguer à 
l’entreprise de gestion les pouvoirs qui ont Irait aux opérations de 
cap i talisâtion, n o 1 a m ment à l'établisse m e n l des co 11 Ira ts, à la d é te r m i - 
nation et à l'exécution des engagements en résultant, au placement 
des fonds destinés à assurer la garantie des engagements sociaux. 

Cette disposition, excellente en soi, puisqu'elle distingue nette¬ 
ment la m u tu cl 1 e d e s o n a ge n t d e ge s t i o n, n e p e n t e m p è ch e r le 
conseil d'administration de la mutuelle d’être en même temps le 
conseil d’administration de la société de gestion ; il ne peut empê¬ 
cher les deux sociétés d'avoir un directeur commun; les actionnaires 
et administrateurs de la société de gestion peuvent évidemment elre 
associés de la mutuelle. Et il se trouve que les dirigeants de la 
société anonyme de gestion, qui sont en même temps les dirigeants 
de la mutuelle, rédigent les statuts, établissent les tarifs et les 








contrats de la mutuelle, ce qui peut avoir pour conséquence d'éloi¬ 
gner la mutuelle de son but mutualiste pour permettre à la société 
de gestion de poursuivre son but commercial. Les bénéfices de 
gestion, en tout cas, n'appartiennent plus à la mutuelle qui doit se 
contenter du bénéfice de placement et du bénéfice de résiliation. 

Dans le cas où une mutuelle gérée emploierait une méthode de 
tirage donnant lieu à une mortalité indéterminée de litres (méthode 
des titres émis), il faudrait évidemment que le chargement de 
risque spécialement affecté à couvrir les écarts de mortalité fut 
remis h la mutuelle en même temps que les primes. Ce chargement 
confondu d'ordinaire avec le chargement de gestion devrait donc 
être distingué de celui-ci. Le bénéfice de mortalité serait la propriété 
de la mutuelle; ce bénéfice devrait être déterminé annuellement. 

Décret du 20 décembre 19 î 2 
relatif à l'amortissement des frais de premier établissement 

Un décret du 20 décembre UH2 a prescrit aux sociétés d'amortir, 
chaque année, une somme au moins égale au quotient du montant des 
frais de premier établissement par le nombre d’années restant à courir 
jusqu'à f expiration des quinze exercices partant de l'enregistrement. 

Le décret antérieur du 1 er avril 1908 n’imposait qu’un amortisse¬ 
ment total des frais de premier établissement en quinze ans, sans 
préciser le mode d’amortissement. Le nouveau décret obligera donc 
les sociétés à amortir un peu plus rapidement le compte des frais de 
pre m i e r é I a bl issemfet 

Une circulaire du Ministre du Travail aux sociétés a, d’autre part, 
défini les frais de premier établissement. Ce sont ceux qui sont faits 
avant la constitution de la société; ils comprennent les dépenses 
d’organisation, d’installation, de constitution, de mise en marche de 
la société. Les dépenses faîtes à partir du fonctionnement de la 
société doivent donc être considérés comme des frais généraux et 
figurer, chaque année, au compte de profits et pertes, ce qui ohlige 
les sociétés à les amortir. 

Un arrêté du 20 décembre a, en outre, supprimé le compte « frais 
généraux non amortis », et les sociétés se trouvent obligées de porter 
intégralement tous les frais généraux au compte de profits et pertes. 

Les nouvel 11 es interprétations du Ministre du Travail, les nou¬ 
veaux décrets et arrêtés ont donc pour but de faire disparaître rapi-, 
dénient de l’actif des bilans des sociétés le compte des frais de 
premier établissement, La situation des sociétés apparaîtra plus 
rigoureusement exacte, chaque année, et aucune ne sera tentée de 
distribuer des dividendes à ses actionnaires ou des bénéfices à ses 
membres associés, tant que le bilan accusera un solde débiteur. 







CONCLUSIONS DE L’ÉTUDE JURIDIQUE 


La législation des sociétés de capitalisation qui date de cinq 
années a rendu d'incontestables services dans la protection de 
l'épargne publique et populaire. En réglementant le contrat de capi¬ 
talisation, en obligeant les sociétés à se conformer aux différentes 
dispositions de la loi que nous avons étudiées dans les garanties, 
elle a donné à l’épargne une sécurité nouvelle, 11 serait à désirer 
cependant que celle législation bienfaisante fût complétée sur cer¬ 
tains points. Une réglementation de V amortissement des commis¬ 
sions escomptées serait à désirer. Il serait souhaitable également 
que les traités de gestion, quand les sociétés sont gérées, fussent 
réglementés et que le principe que nous avons posé dans l’étude 
de l'article i du décret du 1 er avril U)0H fût imposé par la loi, bien 
qu'il le soit, semble-t-il, par la théorie actuarielle du fonctionne¬ 
ment des sociétés mutuelles de capitalisation. 

Enfin, si la loi de 1905 a, parmi décret spécial, réglé* les formalités 
de constitution des sociétés mutuelles d'assurances sur la vie, la loi 
de 1907 a oublié de légiférer sur ce point en ce qui concerne les 
sociétés mutuelles de capitalisation qui peuvent, dès lors, se former 
librement et s'administrer compe elles l'entendent. Il serait égale- 
ment nécessaire, semble-t-il, qu’un régime spécial fut institué pour 
les sociétés mutuelles de capitalisation. 
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ANNEXES NUMÉRIQUES 


Contrat de 15 ans. Valeur 1.000 francs 

Primes payables pendant 15 ans 
Amortissement constant de 2 °} ü o par an des litres en cours 


i" w amortissement V amortissement i ft amortissement 

après le paiement G mois après le paiement 1 an après le paiement 
de ta 1" prime rie ta V f prime de la 1" prime 


Pïimes pi m uniques... 602 00 

Primes pitres annuelles*.. 5 J 24 

Primes pares meosttflllK*,, 4 36 


602 49 
51 20 
4 35 


602 09 
51 17 
4 35 


Contrat de 15 ans. Remboursable à 1.000 francs 

Primes payables pendant 15 ans 
Amortissement constant de 4% par an des titres en cours 


1* r amorti s se men t. 1 ' r a mort i s se m eut I " a m ort i sse me n t 

û\aèa Je paiement 6 mois après le paiement i an après le paiement 
de la I e prime de la V prime rie la 1" prime 


Primes pures uniques.... 60N 43 

Primes pures annuelles... 32 33 

Primes pures mensuelles.. 4 43 

La prime annuelle fractionnée par 

de à o/o. 


607 64 
52 27 
4 44 


606 86 
52 20 
4 44 


mois est égale à la prime annuelle majorée 


Réserves annuelles successives 
d'un contrat de 15 ans remboursable à 1.000 francs 


Amortissement garanti : 2 °j m par au 
51 05 
103 96 
158 85 
215 79 
274 83 
336 05 
399 53 
465 38 
533 69 
604 49 
677 95 
754 12 
833 12 
915 05 


sans amortissement garanti 
51 82 
105 46 
160 98 
218 43 
277 90 
339 46 
403 16 
469 10 
537 34 
607 98 
681 08 
756 74 
835 06 
916 11 
















Contrat de 15 ans amortissable à 1.000 francs 

S ü ns amort is se me n l g aran t i 

PrIM K PU R K I) NIQUE P RI M E ANN U ELLE PURE PfU ME M EN S U ELLE PURE 

596 89 50 06 4 24 


APRÈS 

Valeurs de réduction 

Valeurs de rachat 

Ve r se m e n ts elfe c lu e s 

3 ans 

200 

» 

124 92 

180 

J? 

4 — 

266 

66 

173 22 

240 

» 

5 — 

333 

33 

225 19 

300 

» 

6 

400 

d 

281 03 

360 

» 

7 - 

466 

66 

340 99 

420 

» 

8 — 

533 

33 

403 29 

480 

» 

9 — 

600 

» 

474 19 

340 

» 

10 — 

666 

66 

547 93 

600 

ï) 

11 — 

733 

33 

626 85 

660 

» 

12 — 

800 

)> 

711 20 

720 

n 

13 - 

866 

66 

801 28 

780 

ïï 

14 — 

933 

33 

807 43 

840 

Vï 

15 — 

1000 

» 

1000 » 

900 

» 


Contrats de 15 ans, remboursables à 1.000 francs 

AmortissemfMt annuel : 2/1000. 


ANNÉES 

RÉSERVES 

FRAIS 

d'acquisition 
non amortis 

VALEUR 

UE RACHAT 

théorique 

VALEUR DE RACHAT 
calculée par l'escompte 
a 4 % rte la valeur 
de réduction profiurliimiidlc 

1 

51 05 

28 47 

» 

U 

2 

103 90 

26 88 

?) 

» 

3 

158 85 

25 23 

133 62 

124 92 

4 

215 79 

23 52 

192 27 

173 22 

5 

271 83 

21 75 

253 08 

225 19 

6 

330 05 

19 91 

316 04 

281 03 

7 

399 53 

18 01 

381 52 

340 99 

8 

405 38 

16 03 

449 35 

405 29 

9 

533 09 

13 98 

519 71 

474 19 

10 

604 49 

11 85 

592 64 

547 95 

11 

077 95 

9 65 

668 30 

626 85 

12 

754 12 

7 36 

746 76 

711 20 

13 

833 12 

4 99 

828 13 

801 28 

14 

915 04 

2 53 

912 51 

897 43 

15 

1.000 j> 

0 

1.000 » 

1.000 » 


Les commissions d'acquisilion sont supposées de 30 francs. Les valeurs de 
rachat généralement accordées sont plus faibles que la valeur de rachat théo¬ 
rique, obtenue en retranchant des réserves successives les frais d'acquisition non 
amortis. 
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Chargement des Primes 

Cas d'un contrai de H? ans amortissable à J .000 francs. Prime mensuelle 
de 5 francs. Amortissement constant de 2/1000 en milieu d'année. 


Commission d'acquisition : 30 francs, soit 1/2 prime annuelle. 
Frais (rencaissement ; 5 **/ 0 des primes. 

Chargement annuel de gestion : 2 IV, 15. 

Prime annuelle pure : 31 fr. 20, 

Chargemenl. do fractionnement : 2 ü v 

Amortissement annuel des commissions d’acquisition : 2 fr, 55. 


Prime annuelle brute 


51,20 + 2,15 -h ±55 
0,05 


58 fr, 85 


Prime ü ni que brute = 


602,50 + 30 + 25,30 
0,95 


692 fr. 40 


On remarquera que le chargement annuel pour gestion est de 2fr,l5. Dans le 
cas où Ton emploie la méthode de tirage sur les titres émis, nous avons vu que si 
Pon suppose 33 ü f ù des titres résiliés dans les diverses tranches de 500 titres, il faut 
constituer annuellement une prime de risque de 1 franc, 11 peut donc, en cas d'écart 
défavorable, ne rester que 1 fr* 45 pour la gestion proprement dite. 


Exemple d’un tirage clans une série de 325 titres 

Taux constant de V nmuvtùsemml 2 1000 •par an, 

Ta série ayant moins de 500 titres t il y aura discontinuité dans les 
tirages } mais cependant, T amortisse aient final se réalisera* 


ANNÉES 

NOMBRE 

de titres en cours 

AMORTISSEMENT 

REPORT 

DES RESTES 

TIRAGES 

eflectués 

! 

325 

0 65 

0 65 

. » 

2 

325 

0 65 

1 30 

1 

3 

324 

0 648 

0 948 

» i 

4 

324 

0 648 

1 596 

î 

5 

323 

0 646 

1 242 

1 

6 

322 

0 644 

0 886 

» 

7 

322 

0 644 

1 530 

1 

8 

321 

0 642 

1 172 

1 

9 

320 

0 640 

0 812 

» 

10 

320 

0 640 

1 452 

1 

11 

319 

0 638 

1 090 

1 

12 

318 

0 636 

0 726 

j) 

13 

318 

0 636 

1 362 

i 

14 

317 

0 634 

0 996 

» 

15 

317 

0 634 

1 G3Ü 

1 

» 

316 

» 

0 63 



Il y a 9 titres entiers tirés ; il reste 316 titres en cours après le tirage du milieu 
de la 15* année. 

Théoriquementj le nombre des titres restant en cours après 25 tirages est 
325 X 0,970417 = 315,39 

A cause du reste 0,63 à reporter, on peut dire qu'il a été amorti théoriquement 315,37, 

18 



























Exemple de tirage dans une série de 325 titres 

Loi de Moi are à faux de 1 500 la / re année 


ANNÉES 

NOMBRE 
de titres en cours 

AMORTISSEMENT 

REPORT 

DES RESTUS 

TIRAGES 

effectués 

1 

325 

0,65 

0,65 

» 

2 

325 

0,65 

1,30 

1 

3 

324 

0,65 

0,95 

» 

4 

324 

0,65 

1,60 

1 

5 

323 

0,65 

1,25 

1 

6 

322 

0,65 

0,90 

» 

7 

322 

0,65 

1,55 

1 

8 

321 

0,65 

1,20 

1 

9 

320 

0,65 

0,85 

» 

10 

,320 

0,65 

1,50 

1 

11 

319 

0,65 

1,15 

1 

12 

318 

0,65 

0,90 

» 

13 

318 

0,65 

1 ,55 

1 

14 

317 

0,65 

1,20 

1 

15 

316 

0,65 

0,85 

» 

» 

316 

» 

(0,85) 

» 


On remarquera que l'amortissement donné par la loi de Moîvre est le même 
que famortissement do i^/1000 par an. On amortit 9 titres en ans, i! reste 
316 titres en cours. 


Exemple de tirage dans une série de 3.440 titres 

Amortissement de 2/1000 par an 


ANNÉES 

nombre 

de litres en cours 

A MORTISSEMENT 

REPORT 

DES RESTES 

TIRAGES 

efîeétués 

1 

8440 

10,88 

0,88 

16 

2 

8424 

16,848 

17,728 

17 

3 

8407 

16,814 

17,542 

17 

4 

8390 

16,780 

17,322 

17 

5 

8373 

16,746 

17,068 

17 

6 

8356 

16,712 

16,780 

16 

7 

8340 

16,680 

17,460 

17 

8 

8323 

16,646 

17,100 

17 

9 

8306 

16,612 

10,718 

16 

10 

8290 

16,580 

17,298 

17 

il 

8273 

16*546 

16,844 

16 

12 

8257 

16,514 

17,358 

17 

13 

8240 

16,480 

16,838 

10 

14 

8224 

16,468 

17,306 

17 

15 

8207 

16,434 

16,740 

10 

» 

8191 

» 

0,74 

» 


Le nombre de litres amortis est de 249 en lo ans. On voit également que l’on 
ne peut amortir par excès ou par défaut à 1/2 unité prés, car il n'y auraït pas 
compensation des écarts. 
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Exemple de tirage dans une série de 8.440 titres 

Loi de Mo ivre au (aux de 1/500 la première (innée 


ANNÉES 

NOMBRE 
de titres en cours 

AMORTISSEMENT 

REPORT 

DE-S RESTES 

TIRAGES 

effectués 

1 

8440 

16 88 

0 88 

16 titres 

2 

8424 

16 88 

17 76 

17 

3 

8407 

16 88 

17 64 

17 — 

4 

8390 

16 88 

17 52 

17 — 

5 

8373 

16 88 

17 40 

17 — 

6 

8356 

16 88 

17 28 

17 

7 

8339 

16 88 

17 16 

17 

8 

8322 

16 88 

17 04 

17 

9 

8305 

16 88 

16 92 

16 

10 

8289 

16 88 

17 80 

17 

11 

8272 

16 88 

17 68 

17 ™ 

12 

8255 

16 88 

17 56 

17 — 

13 

8238 

16 88 

17 44 

17 — 

14 

8221 

16 88 

17 32 

17 

15 

8204 

16 88 

17 20 

17 — 

» 

8187 

16 88 

(0 20} 

» 


On voit que l'on peut tirer presque constamment 17 titres. Le nombre de Litres 
amortis est de 2ÿ3 en Hj ans: la loi de F exponentielle amortit 4 titres on moins. 

Si l'on amortissait tantôt par excès, tantôt par défaut à demi-unité près, il n'y 
aurait pas compensation des écarts. 


Contrat de 1.000 francs, durée 15 ans 

Primes mensuelles^ amortissements mensuels 
Taux d*amortissement, annuel 2 °/ o0 

Calcul de II par la formule 


n H-'*) u 




+ ( 1 -^) ,a " '+»)-" 


et ci par la formule 


u 


- q (1 +j)~l + 


P ih ‘0+j) 

1+ C'-' 


1 -)- aj, . ” = 


P 12,1 (i+i)~ i2n — I 

Pi t +})-' — 1 ' 
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Dans les formules 

I + j = 1,00287 (1 j ) i2u = (1 + i) « - (1,03.5) 15 

(l- 3_f 0,970484 

on trouve 11 = 602 fr. 20 

i + a^ n = 138,945 
zj m — 4,334 

Si Ton calcule l'annuité fractionnée par la formule 

a \+ ^ (i — K)y 011 D ; Oüve J 1,6737 

ou 1 + af ~ 1 = 11,5787 un peu plus élevée que la précédente 

On remarquera que la prime ^ esi sensiblement la même que 
la prime mensuelle m lfn calculée précédemment en majorant la 
prime annuelle de 2 {> /o (majoration un peu plus élevée que la valeur 
théorique de la majoration). 


Comparaison des quantités 

^ a + *)~k îi+(i+ H +( i+*)-! +. . . + a+ H y 

et q (1 4" 
ou en général de 

| (1 + *+5ï[l + (1 + “h (1 + 0^ + ■ ■ ■+('! ++“] 

et q (1 + î‘H . , 

En négligeant </, on peut montrer qu'il s'agit de comparer 1ns 
quantités 

(i+4 et (i+4 

/t [(1 + ij* — ï 
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La première représente une rente perpétuelle de terme I an Eaux 
i anticipée d'une demi-année. 

La deuxième représente une rente perpétuelle de terme - au taux 
équivalent an taux i, payable en milieu de chacune des k périodes qui 
divisent l'année, anticipée de Jy ou d'une demi-période. 

€ es deux r c n te s p e r p é t u e 1 i e s d i fie r e n t d o ne très peu. 

Dans le cas d’un amortissement de des titres et. le cas de 

2 

k — 12, on trouve que la première quantité ci-dessus vaut X 
0,983245. 


Elle diffère de q (I -J- ij^âou de 


AUÜÜ 


X 0,982946 de 


3 


X- 


10000 luuo* 


On conclut de ce résultat que lorsqu’on évalue les primes d'un 
contrat à amortissements mensuels, on peut remplacer les douze 
tirages par un seul en milieu d'année. Le calcul effectué ainsi donne 
des primes qui ne diffèrent pas des primes calculées par la méthode 
exacte. Le chiffre des centimes ne serait pas altéré, sauf dans le cas 
des durées très longues. 


Capitalisation à terme fixe 

Cas d'un contrai de 1 J)00 francs payable en 15 ans 
Amortissement annuel 2 Q j O0 par an 

Les contractants, dont les titres sortent aux tirages, cessent de 
payer les prîmes et ils touchenl cependant le capital au bout de 
15 ans. 

La prime unique du contrat serait 596,89. 

, „ 596,89 _ v 

la prune annuelle ^ ^ —50,73. 

Si Ton compare la prime annuelle à la prime annuelle de capitali¬ 
sation certaine 50,06, on voit que. la chance de ne plus payer les 
primes pendant les 15 ans vaut environ 0 fi\ 67. 

La prime annuelle de la mixte-capilalîsatfoir-vaut 5ï ti\ 50, supé¬ 
rieure de 0 fr. 47 à la prime annelle de la terme-fixe capitalisation. 
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Contrat de 20 ans à primes payables pendant 15 ans 

Primes mensuelles de 5 franc* 

Amortissement mensuel de 1 litre sur 2*000. Loi de mortalité de Moivre 
Calcul de la prime unique II par la formule : 


a {i ^i — (i +lt 
■« ^ 



N ' -t 


1 + i = i ,03 G 


Oll 


n = 20 
N — 2*000 


On trouve II — 555 fr. 457* 

Si I on suppose maintenant que 20 °j v des titres sont résiliés ou 
placés, c’est-à-dire qu'il n'y a en moyenne que 800 titres au lieu 
de 1*000 dans les différentes tranches, on trouve ; 


rC = 508 fr* 677, 


La prime se trouve augmentée de 13 fr* 22. La prime de risque 
unique est donc de 13 fr* 22, si Ton suppose que les résiliations 
sont en moyenne de 20 °/# des titres en cours dans la Société. 

L’annuité, dans le cas de 1*000 lilres en vigueur, est donnée par 
la formule : 


nM l-îl+i)** Cl — i)« 

0(1 - ,, . .,1 7 r .1 


(i -)■- i )« — 1 îS (1 4- ijù — i] 





n = 15 
N — 1.000 


On trouve : 


af' W = 128 fr. 8120 


«r " = 128 fr. 3383 


_ F (i%n) rf2n--D 

Dans le cas ou N = 800, les annuités a 0 > a» sont: 

= 125 fr. 9009 















La prime annuelle à payer, sans tenir compte du risque ; 

ri 

. . a c>2n-i7 - 4 lï\ 2939 

1 o 

La prime mensuelle, majorée de la prime de risque, serait : 

II' 

. . — 4 ir. 4960 

1 + 

11 faudl'ait <lonc inajorer 1 es primes mensuelles de 0 fr. "20 pour 
f en i r eo m p te d e l'écart rl e la i n or I alité. 

Si on calcule la réserve après 15 ans réserve normale augmentée 
de la réserve de risque), cm obtient le calcul suivant: 

735 J 22 — 32,885 X 1,496 — 495 fï\ 351 

La réserve normale ordinaire serait de 

727,6162 — 55,8668 X 4,2939 = 491 l:r. 104 

La réserve de risque après 10 ans esl donc de 4 fr. 187. 

La réserve ordinaire après 15 ans serait n,* 847 fr. 582. 

La réserve augmentée de la prime de risque serait lL i; . 849fr, 393, 
La réserve de risque après 15 ans serait 1 fr, 8N. 
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